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В МЕТОДЕ ТОЧЕЧНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ  

 
Предлагаются методы расчета границ эквивалентных выборок и вспомогательного коэффициента, 
влияющего на ширину ядра в методе точечных распределений для нескольких законов плотности веро-
ятности, необходимые на начальном этапе расчета параметров выборок малого объема (n = 3÷15 
элементов) повышенной эффективности. Оба показателя – границы и ширина ядра – зависят от за-
кона распределения и объема выборки. В статье приведена идеология метода точечных распределе-
ний, расчетные формулы и результаты исследований. Для всех методов и законов распределения раз-
работано программное обеспечение. 
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Введение 

 
Современное производство изделий электрон-

ной техники имеет тенденции к уменьшению объема 
выборок при контрольных и контрольно-отбрако-
вочных операциях. Все ГОСТЫ, регламентирующие 
выборочный контроль по количественному или ка-
чественному признаку, считают нижней границей 
контрольной выборки объем, равный 10% от объема 
контролируемой партии [1, 2].  

С другой стороны, современные групповые ие-
рархические технологии производства элементов 
электронной техники (например, кристаллов инте-
гральных микросхем) предоставляют изготовителю 
возможность судить обо всех кристаллах на пласти-
не (от 400 до 5000 штук) по 5 (максимум 10) тесто-
вым ячейкам, единственно доступным для промежу-
точных контрольных измерений. Такой объем явля-
ется даже не малой, а сверхмалой выборкой, которая, 
конечно же, обладает весьма низкими прогнозирую-
щими свойствами. Напрашивается вывод о необхо-
димости развития теории обработки выборок малого 
объема методами, отличными от классических, для 
различных законов плотности вероятности. 

В статье предлагаются методы расчета границ 
эквивалентных выборок повышенной эффективно-
сти, полученные на базе выборок малого объема, и 
расчета ширины (диапазона покрытия) ядра в мето-
де точечных распределений [3, 4]. 
 

1. Общие положения 
 

Выборкой малого объема называется выборка, 
содержащая n = 3÷15 элементов [4]. Для устранения 

потерь информации при обработке малой выборки 
необходимо считать каждое измерение центром не-
которого виртуального распределения с известным 
законом [5]. Это позволяет существенно уменьшить 
интервал неопределенности выборочных оценок, 
что, в свою очередь, дает возможность значительно 
снизить объемы выборок, например, при контроле 
промежуточных операций при производстве про-
мышленной продукции и применить известные ста-
тистические методы для ее разбраковки по ходу 
технологического процесса там, где это ранее было 
принципиально невозможно. 

В основу метода точечных распределений 
(МТР) положено предварительное числовое опреде-
ление эмпирической функции распределения 

        * *
0 0 0 nf X f X 1 f X      , (1) 

где α0 – ценность априорной информации;  
f0(X) – априорная компонента, несущая инфор-

мацию о форме закона распределения; 

     
n

*
n i i

i 1
f X C ,X


      – эмпирическая 

компонента; 
C(ρ ) – нормирующий множитель; 

 i , X   – некоторое ядро при i-м измерении; 
ρ – половина интервала определения ядра;  

ò
i

i 1
1


   – коэффициенты нормировки. 

Полная оценка плотности распределения удовле-
творяет весьма важным для оценок свойствам состоя-
тельности и несмещенности. Эффективность оценки 
зависит от формы ядра. Исследованиями установлено, 
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что наиболее простой формой ядра является прямо-
угольная, а оптимальной – дельтавидная.  

Практический алгоритм вычисления эмпириче-
ской функции распределения f*(X) содержит пунк-
ты, среди которых имеются: 

1) установить предполагаемый класс распреде-
лений f(X); 

2) определить интервал измерения (a,b) иссле-
дуемой величины Х в абсолютных единицах;  

3) вычислить оптимальное значение половины 
интервала определения ядра ρ   
  b a    , (2) 
где ρ’ – вспомогательный коэффициент, определяет-
ся эмпирически для каждого класса распределения 
f(X) и объема выборки n.  

 
2. Границы эквивалентных выборок 

 
Основой всего метода точечных распределений 

является определение границ эквивалентных выбо-
рок (типа рис.1) – левой – «а» и правой «b». 

 
Рис. 1. График суммарного распределения  
с центрами в экспериментальных точках 

для выборки X 
 

В работах [3 – 5] основное внимание уделялось 
нормальному закону распределения и частично экс-
поненциальному закону и закону Вейбулла. Между 
тем в справочнике по статистическим распределе-
ниям [6] приведены материалы о 24 распределениях, 
наиболее часто встречающихся в промышленности, 
медицине, экономике и т.д. Рассмотрим более под-
робно способы определения границ эквивалентно-
стной выборки (a,b) в зависимости от вида закона 
распределения f(X) и объема выборки n. Во всех 
случаях границы (a,b) будут определяться по мини-
мальному уровню значимости q, равному 0,02, (или, 
что то же самое, по максимальному значению дове-
рительной вероятности РДОВ= 0,98):  

    
b

äî â
a

Ð F X f X dX 0,98   . (3) 

Для некоторых законов распределения границы 
эквивалентных выборок однозначно связаны с па-
раметрами исходных выборок малого объема: сред-
ним арифметическим 

 
n

i
i 1

1X X
n 

   (4) 

и эмпирической дисперсией  

 
n

2 2
i

i 1

1S (X X)
n 1 

 
  , (5) 

где n – объем малой выборки.  
Однако для некоторых законов распределения 

в силу их специфики правые (а иногда и левые) гра-
ницы зависят от нескольких дополнительных пара-
метров и представляют собой довольно объемные 
таблицы. В этих случаях таблицы сворачивались в 
компактные уравнения по методу наименьших 
квадратов (всего 19 форм), среди которых выбира-
лось наилучшее, для которой индекс корреляции с 
исходными данными был наибольшим, а средне-
квадратичная ошибка – наименьшей [7]. Результаты 
исследования представлены в табл. 1. 
 
3. Расчет ширины дельтаобразного ядра 
 

Вторым по значению параметром в методе то-
чечных распределений является вспомогательный-
коэффициент ρ’, определяющий половину ширины 
ядра (2). В сочетании с ценностью (весом) априор-
ной информации α0 они полностью определяют эм-
пирическую функцию распределения (1). Коэффи-
циенты α0 и ρ’ имеют сложную зависимость (пара-
болу или экспоненту), учитывающую закон распре-
деления, а, кроме того, они взаимно влияют друг на 
друга. В силу этого можно найти такую минималь-
ную точку на параболе (или установить минималь-
ное значение ординаты экспоненты), абсцисса кото-
рой даст нам наилучшие значения α0m и ρ’m. Однако 
установлено [5], что коэффициенты α0m и ρ’m  могут 
быть определены только вместе, для чего требуются 
достаточно трудоемкие исследования при жестко 
оговоренных условиях. 

Поскольку такая работа для распределений, от-
личных от нормального закона, проводится впервые, 
то имеет смысл сначала установить  характер кри-
вых и порядок величин ρ’. С этой целью на перво-
начальном этапе ограничимся частным случаем, 
когда α0 = 0.  

Вспомогательный коэффициент ρ’ определяет-
ся эмпирически для каждого класса распределения 
f(x) и объема выборки п. При вычислении ρ’ необ-
ходимо выполнить последовательно следующие 
операции: 

1. Задается плотность f(x) распределения слу-
чайной величины X; 

2. Задается дельтообразная функция D(p, x, xt); 
3. Задается объем выборки п; 
4. Принимается начальное значение перемен-

ной ао= 0; 
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Таблица 1 
Формулы для вычисления границ эквивалентных выборок 

Распреде-
ление Функция f(x) Параметры а b 

Нормаль-
ное 

2
1 1 X Xexp

2 SS 2

           
 

n
i

i 1

1X X
n 

   

 
n 2

i
i 1

1S X X
n 1 

 
   

X 2, 4S;
 

X 2, 4S  

Экспонен-
циальное 

1 Xexp
X X

  
 

 
1ˆ
X

   

S X  
0 3,912X  

Вейбулла 
CC 1

C
CX Xexp

gg

        
 

1
n CC

i
i 1

1ĝ X
n 

 
  
  
  , 

1n n
C
i i iC

i 1 i 1

Ĉ n

1 X logX logX
g



 

 

 
  
  

 
 

0 Cg 3,912  

Стьюдента 

n 1
2 2

n 1
1 u2 1

n nn
2




            
 

 - nX Z S  
nX Z S , 

 где n
11,1Z 1,75

n
   

Хи-
квадрат 

n 11 X
2 2

n
2

1 X e
n2
2

 


  
 

 
- 0 

1,53n+5,95 
или табличное 

2
0,025  

Логнор-
мальное 

2

2

Xlog
m1 exp

XS 2 2S

      
      

  
 
  

 

2ˆˆ ˆm exp
n

 
    

 
 

n
i

i 1

1ˆ log X
n 

    

 
n 22

i
i 1

1ˆ ˆlog X
n 1 

  
   

0 -7,26+4,726σ2+ 

+9636m 

Гамма 

 
1 XX e ;X 0; 0; 0

Ã
0 âî ñòàëüí û õñëó÷àÿõ


  

    


 

 

Если выборка смещена относи-
тельно нуля по оси абсцисс на ве-
личину θ, то гамма –распределение 
имеет место на интервале от θ до  
 

2
Xˆ
S

   
2

2
Xˆˆ X
S

      
0 

8,25-7,194λ+ 
+3,195η+1,3 λ2- 
-0,774λη 
 

Парето C 1CX   

  CM X ; C 1
C 1

 


; 

 
2C CD X ; C 2

C 2 C 1
      

 
1 C 50  

Равномер-
ное 

1
b a

 - a b 
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5. Датчик случайных чисел с заданной f(x) ге-
нерирует выборку, содержащую п реализаций: 

 x1 ,x2, …, xi,….xn 
6. Принимается начальное значение переменной 

ρ= ρ’0 
7. По выборке строится оценка плотности рас-

пределения для заданных а0 и ρ=ρ’(b-a). 
С точки зрения организации программы прак-

тически оказалось удобнее сначала строить оценку 
функции распределения F*(x). Это обусловлено тем, 
что в результате вычислительного процесса получа-
ется оценка, состоящая из ряда дискретных значе-
ний. Значения оценки определены в точках оси абс-
цисс: x1 ,x2, …, xi,….x. Для построения оценки F*(x) 
необходимо установить интервал (а, b) изменения 
случайной величины X. 

Для сохранения равенства F*(b) =1 было вве-
дено нормирование во всех точках интервала (а,b): 

 
j n

*
j j 1 j

j 1 j 1
F*(X ) f *(X ) f (X )

 
  ;  (7) 

где   n – число точек разбиения (a, b); 
j – текущий номер точки разбиения (а, b). 
8.По построенной оценке F*(x) вычисляются 

оценка f*(х) и величина HN по формуле: 

 
*

*
N

U

f (x)H f (x) ln dx
f (x)

  ; (8) 

где U=1,2,...k  отрезков. 
9. Действия по п. 7-8 повторяются для пере-

менной ρ’, меняющейся от начального значения ρ’0 
до конечного значения ρ’k с постоянным шагом Δ ρ’; 

10. Действия по п. 5-9 повторяются достаточно 
большое число раз L; 

11. Вычисляются оценки математического 
ожидания NH  и функции распределения NF(H ) ве-
личины HN : 

 
L

N Nl
l 1

1H H
L 

  , (9) 

где HNL – реализация, полученная при выполнении 
пункта 8. 

Оценка F(HN) строится методом гистограмм, 
так как значение L достаточно велико. 

В результате выполнения вышеперечисленных 
операторов получается оценка функции для конкрет-
ных f(x), n и α0. И в построенной гистограмме (рис. 2) 
значением коэффициента ρ’ является ярко выражен-
ный минимум, т.е. при данных условиях существует 
оптимальное значение переменной ρ’=ρ’m .  

 
Рис. 2. Оценка зависимости величины NH   

от переменной ρ’ 
 
Подобная работа была проведена для всех за-

конов распределения, упомянутых в таблице 1и для 
каждого объема малой (исходной) выборки в диапа-
зоне n= 3,15 . Для удобства дальнейшего использо-
вания полученные числа (по 13 на каждый закон) 
сворачивались в формулы по уже упомянутой мето-
дике  [7]. Выбор наилучшего из возможных 19 урав-
нений осуществлялся по наибольшему индексу кор-
реляции и наименьшему среднеквадратическому 
отклонению одновременно. Результаты этой работы 
представлены в табл. 2.  

Таблица 2 
Зависимости величины ρ’от вида закона распределения  

для дельтаобразной формы ядра 

Закон распределения Уравнение регрессии   Коридор существования 

Нормальный 
0,3435n

n 0,7066
 


  ± 0, 0034 

Экспоненциальный 2 n0,3788 0,00065n 1,56347e     ± 0,0028 

Вейбулла 20,8406 0,3196 ln n 0,0674(ln n)     ± 0,0058 

Стьюдента 20,4772 0.0012n 0,00004n     ± 0,0087 

Хи-квадрат 20,5279 0,0045n 0,000085n     ± 0,0059 

Логнормальный 20,5522 0,00624n 0,000257n     ± 0,0090 

Равномерный 20,3586 0,000616n 0,000045n     ± 0,0087 
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Заключение 
 

1. По условию F(x)=0, 98 найдены границы эк-
вивалентных (виртуальных) выборок малого объема 
для девяти законов плотности вероятности. 

2. Для плавающих границ (зависящих от объе-
ма выборки) найдены расчетные формулы.  

3. Для семи законов плотности вероятности 
найдены уравнения регрессии для вспомогательного 
коэффициента  , определяющего ширину дельта-
образного ядра (в первом приближении). 

4. Для уточнения параметров регрессии   и 
распространения метода на другие законы распре-
деления, а также для выявления подобных регрессий 
в случае ядра прямоугольной формы, работу в этом 
направлении следует продолжить. 
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ВИЗНАЧЕННЯ КОРДОНІВ І ШИРІНИ ЯДРА ЕКВІВАЛЕНТНИХ ВИБІРОК  
В МЕТОДІ ТОЧКОВИХ РОЗПОДІЛІВ 

Ю.О. Долгов, О.Ю. Долгов, М.М. Ваняшкiн, Г.В. Деткова 
Пропонуються методи розрахунку межи еквівалентних вибірок та допоміжного коефіцієнту, що впли-

ває на ширину ядра в методі крапкових розподілень для декількох законів щільності ймовірності, які необ-
хідні на початковому етапі розрахунку параметрів вибірок малого обсягу (n = 3÷5 елементів) підвищеної 
ефективності. Оби два показника (межи та ширини ядра) залежіть від закону розподілення і обсягу вибірки. 
В статті приведено ідеологію метода крапкових розподілень, розрахункові формули та результати дослі-
джень. Для всіх методів і законів розподілення розроблено програмне забезпечення. 

Ключові слова: вибірка малого обсягу, закони щільності ймовірності, еквівалентна вибірка, нові межи, 
ширина ядра. 

 
DEFINITION OF BOUNDARIES AND KERNEL WIDTH OF EQUIVALENT SAMPLES  

IN POINT-DISTRIBUTION METHOD 
Y.A. Dolgov, A.Y. Dolgov, M.M. Vanyashkin, A.V. Detkova 

There is offered some methods for calculation of equivalent sample boundaries and auxiliary coefficient too, 
which have influence on kernel width in point-distribution method for several density function laws, those it are 
necessary on first stage of calculation of small size sample parameters (n=3-15 elements) of higher effectiveness. 
The both indexes – the boundaries and kernel width – are depended on distribution law and sample size. In this arti-
cle it is brought out an ideology of point- distribution method, some calculate formulas and investigative results. Its 
are wrought computer programs for all methods and distribution laws.  

Key words: small size sample, density probability, equivalent sample, new boundaries, kernel width. 
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