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Содержится приложение бинарных отношений для построения моделей сложных человеко-машинных 
систем в работоспособном состоянии и при наличии в системах дефектов и определения дефектов в 
системах. Приведены простейшие формулы для действий с бинарными отношениями, определяющими 
причинно-следственные связи  событий в процессе функционирования сложных человеко-машинных 
систем. Описаны геометрические образы законов функционирования автоматов, которые использу-
ются как модели сложных человеко-машинных систем. Приводится иллюстрация использования моде-
лей и методов.   
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Введение 

 
Теория бинарных отношений является разде-

лом теоретической и прикладной математики. Пер-
воначальное изложение этой теории О. Де Морга-
ном, Ч. Пирсом, Г. Фреге было продолжено Е. Шре-
дером, а затем Дж. Уайтхедом и Б. Расселом. Осно-
вы теории бинарных отношений содержатся в рабо-
тах Ж. Реге [1] и В.В. Вагнера [2]. Аппарат теории 
использовался представителями научной школы 
В.М. Глушкова и их учениками. В частности, в ра-
ботах [3-4] содержится интерпретация теории в об-
ласти тестирования. Тесная связь теории бинарных 
отношений и теории графов способствует эффек-
тивности их приложений.  

В данной работе аппарат теории бинарных от-
ношений применяется к контролю и диагностирова-
нию сложных человеко-машинных систем (СЧМС) в 
двух направлениях: 

- для построения модели СЧМС в форме ком-
плекса причинно-следственных связей (КПС) собы-
тий, составляющего процесс функционирования 
СЧМС; 

- для построения с заданными полнотой и точ-
ностью модели СЧМС с использованием бинарных 
отношений и их ограничений фильтрами, уточняю-
щими фактические связи событий.  

В построении модели СЧМС как на уровне 
КПС, так и на уровне более точных моделей исполь-
зуется метод, имеющий аналогию с диаграммами 
Тьюринга [5]. КПС и более точные модели строятся 
для работоспособных СЧМС и СЧМС при наличии в 
них рассматриваемых дефектов. Некоторые из ис-
пользуемых и принадлежащих автору результатов 

уже содержатся в разделах 1-3 работы [6]. Дефекты 
СЧМС представляются и рассматриваются в форме 
моделей, имеющих вид КПС и построенных на их 
основе структур из бинарных отношений и опера-
ций над бинарными отношениями. 

 
1. СЧМС как объект диагностирования 

 
СЧМС для рассмотрения  представляется про-

цессом ее функционирования, образованным взаи-
мосвязями и взаимодействиями шести базовых про-
цессов:  

- командно-информационного управляющего и 
алгоритмического процесса (КП); 

- процесса действия исполнителей – экипажей, 
диспетчеров, операторов и т.п. (ПДИ); 

- процесса функционирования техники и обо-
рудования (ПФ); 

- процесса энергообеспечения (ПЭ); 
- процесса обеспечения ресурсами – сырьем, 

комплектующими, пассажирами и т.п. (ПОР); 
- процесса взаимодействий с внешней средой 

(ПВВС).  
Также рассматриваются 57 вариантов взаимо-

действия базовых процессов в сочетаниях по два, по 
три, …, всех шести базовых процессов. Системати-
зированное построение КПС изложено в работе [7] и 
включает разработанные алгебру КПС и соответст-
вующий язык формул, определяющих компоненты и 
КПС в целом. Это сделано на основе новой предло-
женной модели элементарных звеньев, компонент и 
КПС в целом, состоящих из группы причины (при-
чина и условие 1 реализации причинно-следствен-
ной связи), группы следствия (следствие и условие 2 
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после реализации причинно-следственной связи) и 
ядра, определяющего с требуемыми полнотой и 
точностью связи группы причины и группы следст-
вия. Для диагностирования СЧМС рассматриваются 
ошибки в КП, ошибочные действия в ПДИ, неис-
правности в ПФ, нарушения в ПЭ, неправильные 
ПОР, неблагоприятные ПВВС. Сочетание процессов 
новые свойства СЧМС, не сводящиеся к свойствам 
только базовых процессов. 

 
2. Бинарные отношения и операции  

над бинарными отношениями 
 

Математические структуры в форме бинарных 
отношений и операций над ними хорошо согласу-
ются с описанием процессов функционирования 
СЧМС. Пусть  

< w(1), w(2), … , w(c) >, 

где  
k

i
i 1

w(t) W


    и  1 ≤  t ≤  c, последовательность 

событий, представляющая процесс  функциониро-
вания СЧМС. Связям непосредственно соседних со-
бытий  w(t)  и   w(t+1), а также связям событий через 
известные (или неизвестные) события соответству-
ют отношения вида  (w(t), w(t 1))   или 
(w(t), w(t r))  .  Эти отношения могут уточнять-
ся на основе сокращения бинарных отношений   ρ и  
σ , заменой их на бинарные отношения       и  
    , так как бинарные отношения – это множе-

ства пар, их которых можно исключать пары на ос-
нове получаемой контрольной и диагностической 
информации, логических выводов и статистических 
данных.  

К используемыми нами операциями над бинар-
ными отношениями вида   E E     и  E E    
относятся: 

- операция умножения   
{(e,e ) : ( e E) (e,e ) & (e ,e ) }           ; 

- операция обращения   
1 {(e,e ) : (e ,e) }     ; 

- операция среза  ρ  через элемент  e E    
e {e : (e,e ) }     . 

Специфическими бинарными отношениями являют-
ся: тождественное бинарное отношение   

E {(e,e) : e E & E E}        
и универсальное бинарное отношение  

E E .  
Пусть  Ω – универсальное множество событий 

и процесс функционирования СЧМС представлен 
последовательностью из  c  событий  < w(1), w(2), … 
, w(c) >.  Очевидным утверждением является   

(w(t), w(t 1))   , где       и 1 ≤ t  ≤  c, 

с которого можно начинать построение модели про-
цесса функционирования СЧМС. 

Модель процесса функционирования СЧМС 
предлагается строить по уровням точности и полно-
ты с применением  следующей процедуры: последо-
вательность отношений  

t t t t t t
1 2(t) (w (1), w (2)) , (w (2), w (3)) ,      

t
t t t

t t c -1... , (w (c -1), w (c ))  , t N , 

на основе соответствующей моменту  t  контрольной 
и диагностической информации   

t t t
tu (1), u (2), ... , u (c )  

заменяется последовательностью отношений 
t 1 t 1 t 1

1(t 1) (w (1), w (2)) ,        
t 1 t 1 t 1

2(w (2), w (3)) , ... ,    

t 1
t 1 t 1 t 1

t 1 t 1 c -1... , (w (c -1), w (c ))


  
    , 

где для некоторого  j  , 1 ≤ j ≤ ct,  информация   ut(j)  

определяет отношение  t 1
j
 , где  t 1 t

j j
   . Это оз-

начает , что последовательность  (t 1)   более точ-
но определяет события и их причинно-следственные 
связи в процессе функционирования СЧМС, чем по-
следовательность  (t) . 

Преобразование бинарного отношения  t
j   на 

основе информации ut(j)  в бинарное отношение  
t 1
j
   можно осуществить  с использованием соот-

ветствующих фильтров вида: 
t 1 t 1
j j u
    , t 1 2 t

j u j
    , 

 t 1 2 t 1
j u j u
      , t 1 t

j j u
     . 

Кроме этого, преобразование бинарного отно-

шения t
j  на основе информации ut(j) в произведе-

ние бинарных отношений tt
j1 j2  можно осуществ-

лять, используя условие tt t
j2 j1 j   , если инфор-

мация ut(j) позволяет это сделать. Если один из со-

множителей t
j1  или t

j2  определен на основе новой 

полученной информации ut(j), то для него вычисля-
ется второй максимальный сомножитель по форму-
лам: 

t t t
j1 j2 jmax {(w, w ') : w ' w },        

   1 1t tt
j1 jj2max {(w ', w '') : w ' w '' }

 
        , 

используя следующие формулы: 
tt t

j2 jj1(max )    и 
tt t

j2 jj1
)max(   . 
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Бинарные отношения являются множествами 
пар и к ним применимы теоретико-множественные 
операции. Это позволяет представить бинарные от-
ношения как объединения более простых бинарных 
отношений и при наличии оснований исключать из 
бинарного отношения его части.  

Если t t
i

i
  , то t t 1   и t t 1   пред-

ставимы как результаты операций  и  над частя-
ми бинарных отношений: 

t t
t 1 t 1i i

i i
t 1 t 1t t

i i
i i

( ) ( ),

( ) ( ),



 

  

  

 

 

 

 
 

t t
t 1 t 1i i

i i
t 1 t 1t t

i i
i i

( ) ( ),

( ), ( ).

 

 

  

  

 

 

 

 
 

 
3. Геометрические образы законов  

функционирования автоматов 
 

Законам функционирования автоматов, исполь-
зуемых как модели СЧМС, придадим числовую ма-
тематическую форму. Для этого в работе [8] изло-
жено геометрическое представление законов функ-
ционирования дискретных детерминированных ав-
томатов с конечным или счетно-бесконечным мно-
жеством состояний. На основании этого мощные 
средства математических идеализаций (актуальная 
бесконечность, числовая непрерывность, бесконеч-
но малая величина, предельный переход, суммиро-
вание бесконечных рядов, абстрактные пространст-
ва и т.д.) могут быть использованы при построении 
моделей СЧМС. Разработанным принципом явилось  
размещение дискретных структур на непрерывных 
геометрических кривых, как правило, заданных ана-
литически.  

Законы функционирования автомата  
A = (S, X, Y, , ), 

где S – множество состояний, X – множество вход-
ных сигналов, Y – множество выходных сигналов, а  
 :SXS – функция переходов и  : SXY – 
функция выходов, функции     и    распространя-
ются до функций вида:  : SX*S  и : SX*Y  . 

Наблюдаемое функционирование (наблюдае-
мое поведение) автомата  A  систематизируется в 
форме автоматного отображения:  

s
p x X*

{(p x, ( (s,p ), x )}
 

       . 

Множество s  пар  рассмотрим как точки на 
геометрической кривой и преобразуем в графики: 
символьный, целочисленный, с числовыми вещест-

венными координатами. Для этого на множестве 
всех последовательностей  X*  (на множестве всех 
слов в алфавите  X ) определим линейный порядок  

1 . В соответствии с этим порядком получаем ли-
нейно упорядоченные множества  пар   ( s 1,  )  и   
( s 1ρ ,  ).  Дополняя эти множества  линейными по-
рядками   0   на  Y*  и     2   на  Y  ,  получаем гра-
фики:   ( s 1,  , 0 )  и ( s 1,  , 2 ). Построенные 
графики размещены в системах координат  с осью 
абсцисс  (X*, 1 ) и осями ординат соответственно    
(Y*, 0  )    и   (Y, 2 ). 

Линейные порядки  0   и  2   выбираются на 
основе учитываемых свойств выходных сигналов, а 
линейный порядок  1   определяется  условиями и 
ограничениями, предполагаемыми для взаимораспо-
ложения на оси абсцисс последовательностей вход-
ных сигналов. Основной вариант линейного порядка   

1   определяется следующими правилами: 
Правило 1. На множестве  Х  вводится некото-

рый линейный порядок   1 1    

1 1 2 1 1 kx x x   . 
Правило 2. Порядок  1  на  Х  распространяет-

ся до линейного порядка на множестве Х*: 
- для любых слов р1,р2  Х* неодинаковой дли-

ны ( 1 2p p )   

1 2p p  1 1 2p p ; 
- для любых слов р1 ,р2  Х*,  для которых  

1 2p p   и  1 2p p   их отношение по порядку  1   
повторяет отношение ближайших слева несовпа-
дающих букв в словах р1 и р2  .   

На рис. 1 и 2 геометрические образы автомат-
ных отображений представлены ломаными линия-
ми, в которых пары вида (входная последователь-
ность, выходная последовательность) представлены 
только вершинами ломаных. 

Теорема 2. Пусть A = (S, X, Y, δ, , s0) – ини-
циальный дискретный детерминированный автомат 
с конечным или счетно-бесконечным множеством 
состояний S,  1 - линейный порядок на X* и  
(α0, αl] – полуинтервал на оси ординат, где  l = |Y|. 
Тогда для любых  

- взаимно-однозначного отображения "в" , оп-
ределенного как   : N+ → R, где для любых 
n, n'N+ из  n < n' следует, что  (n) <  (n'); 

- разбиения полуинтервала (α0, αl]  на l полуин-
тервалов (α0, α1], (α1, α2], ... ,(αl-1, αl]  и взаимно-
однозначного отображения  ν : Y→ (αi-1, αi] , 1≤  i ≤  l , 
пара чисел  (j, β), где  jPr2 φ и β(α0, αl] , однознач-
но определяет пару (p, yi), для которой  j – номер  
pX*   по порядку  1  и β(αi-1, αi]. 
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xi1 xi1xi2 xi1xi2xi3 p

(Y, ω2)

(X*, ω1)

… …

γs
 

 
Рис. 2. Геометрический образ конкретного функционирования автомата  

как сечение геометрического образа   s   по точкам, первые координаты которых  
являются префиксами прикладываемой  входной последовательности. 

 
Теорема 3. Любые: 
- геометрическая кривая y=f(x); 
- последовательность  h  точек  

1 1 2 2 j ji i i i i i(x ,f (x )), (x , f (x )),..., (x , f (x )),...  , 

где 
1 2 ji i ix x ... x ...    ; 

- число  mN+ и разбиение последовательности   
h  на подпоследовательности  из   m   элементов ка-
ждая; 

- полуинтервал Δ=(α, β] на оси ординат, где  

x x
min  f(x) max  f(x)
 

     ; 

- разбиение полуинтервала  Δ на конечное 
множество полуинтервалов вида (α0, α1], 
(α1, α2], ... ,(αl-1, αl], где  l N+, 
однозначно определяют геометрический образ зако-
нов функционирования дискретного детерминиро-
ванного автомата с конечным или счетно-
бесконечным множеством состояний, с m входными 
и   l   выходными сигналами. 

Автоматное отображение является множеством 
пар, т.е. бинарным отношением. Геометрическое 
представление автоматного отображения можно 
рассматривать как  новый, во многих случаях эф-
фективный для приложений, способ задания бинар-
ных отношений. Существенным является задание 
как геометрических кривых, так и выбранных на 

них точек для представления автоматных отображе-
ний с использованием  аналитического задания. 

  
Краткие выводы 

 
Приведенные простейшие формулы для дейст-

вий с бинарными отношениями, определяющими 
причинно-следственные связи  событий в процессе 
функционирования СЧМС, позволяют существенно 
приблизиться к уровню модели СЧМС, на котором 
естественно и обоснованно процессы в СЧМС 
фрагментарно могут определяться алгебраическими, 
дифференциальными и интегральными, логически-
ми уравнениями и отношениями. 

При определении процесса функционирования 
СЧМС как последовательности событий, причинно-
следственные связи которых представлены бинар-
ными отношениями, необходимо соблюдать сле-
дующее условие каждое бинарное отношение t, 
входящее в определение процесса функционирова-
ния, как при первоначальном построении отноше-
ния, так и при всех последующих уточнениях отно-
шения, должно содержать связь фактических собы-
тий. Это условие будет выполнено, если первона-
чальное отношение t   впоследствии уточня-
ется с сохранением в t всех пар событий, для ис-
ключения которых нет фактических данных или 

Рис. 1. Графики линейно упорядоченных автоматных отображений   s   и   s . 
 

X2 X3 (X*,1) 

(Y*,0) 
      

Y3 

Y2 

 

X … X2 X3 X … 

(Y,2) 

(X*,1) 

G1 
G2 
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теоретических данных и оснований. При этом, в 
случае противоречия между фактически получен-
ными данными и данными, определенными теоре-
тически, требуется выяснить исправность средств 
получения контрольной и диагностической инфор-
мации и полноту и точность информации, использо-
ванной при теоретических расчетах. 

 
Литература 

 
1. Риге, Ж. Бинарные отношения, замыкания, 

соответствия Галуа [Текст] / Ж. Риге // Киберне-
тический сб.  1963.  № 7. – С. 45 – 53. 

2. Вагнер, В.В. Теория отношений и алгебра 
частичных отображений [Текст] / В.В. Вагнер // 
Сб. статей. Вып. 1.  Саратов: Изд-во Сарат. ун-
та.  1965.  С. 317. 

3. Твердохлебов, В.А. Контроль и диагноз 
сложных систем методами теории бинарных от-
ношений [Текст] / В.А. Твердохлебов.  Саратов: 
Изд-во Сарат. ун-та.  1967.  30 с. 

4. Богомолов, А.М. Условия существования 
диагностических тестов [Текст] / А.М. Богомолов, 
В.А. Твердохлебов // Кибернетика.  1968.  № 3.  
С. 9 – 19. 

5. Ман, Ф.К. Машины Тьюринга и вычислимые 
функции II. [Текст] / Ф.К. Ман // Сб. статей "Ма-
шины Тьюринга и рекурсивные функции".  М.: Мир, 
1972. – С. 32 - 48. 

6. Безопасность критических инфраструк-
тур: математические и инженерные методы ана-
лиза и обеспечения [Текст] / Под. ред. В.С. Харчен-
ко.  Х.: Национальный аэрокосмический универси-
тет им. Н.Е.Жуковского "ХАИ" , 2011.  641 с. 

7. Резчиков, А.Ф. Причинно-следственные мо-
дели производственных систем [Текст] / А.Ф. Рез-
чиков, В.А. Твердохлебов. – Саратов: Научная книга, 
2008. – 137 с. 

8. Твердохлебов, В.А. Геометрические образы 
законов функционирования автоматов [Текст] / 
В.А. Твердохлебов. – Саратов: Научная книга,  
2008. – 183 с. 

Поступила в редакцию 19.03.2012 
 

Рецензент: д-р техн. наук, проф. Р.Б. Дунец, Национальный университет «Львовская политехника», Львов, Ук-
раина. 

 
 

БІНАРНІ ВІДНОШЕННЯ В ДІАГНОСТУВАННІ  
СКЛАДНИХ ЛЮДИНО-МАШИННИХ СИСТЕМ 

В.О. Твердохлєбов 
В роботі представлено застосування бінарних відношень для побудови моделей складних людино-

машинних систем в працездатному стані та за умови наявності в системах дефектів i для визначення дефек-
тів в системах. Наведені прості формули для дій з бінарними відношеннями, що визначають причинно-
наслідкові зв’язки  подій в процесі функціонування складних людино-машинних систем. Робота містить 
опис геометричних образів законів функціонування автоматів, що використовуються як моделі складних 
людино-машинних систем. Проілюстровано застосування пропонованих методів та моделей. 

Ключові слова: складна людино-машинна система, процес функціонування, модель, комплекс при-
чинно-наслідкових зв’язків, метод, дефект, бінарне відношення, фільтр бінарного відношення. 

 
BINARY RELATIONS IN DIAGNOSING  

OF COMPLEX MAN-MACHINE SYSTEMS 
V.A. Tverdokhlebov 

The application of binary relations for construction of models of complex human-machine systems in the state 
of operability under presence of defects and for defect detection is presented in the paper. The simple formulas for 
operations over the binary relations, which determine cause-and-effect relations of events during the functioning of 
complex human-machine systems are presented. Description of geometrical patterns for functioning laws of auto-
matic machines, which are used as models of complex human-machine systems.  The paper illustrates the usage of 
proposed methods and models. 

Key words: complex human-machine system, functioning process, model, cause-effect complex, method, de-
fect, the binary relation, the filter of the binary relation. 
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