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ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕРВАЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ  
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Для уменьшения неопределённости, возникающей на стадии эскизного проектирования программных 
систем, предложено использовать интервальные вычисления в системе центр-радиус. Разработаны 
алгоритмы вычисления показательной и логарифмической функций для интервальных аргументов, за-
данных в системе центр-радиус. Полученные алгоритмы реализованы при определении надёжности 
программных систем в соответствии с моделями Холстеда, Мусы, Лапри и гиперэкспоненциальной 
моделью. Для выполнения расчётов предложен специализированный программный калькулятор, приве-
дены примеры его применения. 
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Постановка проблемы в общем виде 
по оценке качества и надежности  

программного обеспечения 
 

В стандарте ISO/IEC 12207:2008 «System and 
software engineering – Software life cycle processes» 
предусмотрено, что на стадии разработки техниче-
ского задания на проектирование программной си-
стемы, при выполнении её эскизного проекта, рас-
сматривают предварительные проектные решения 
как по системе в целом, так и по её отдельным ча-
стям. Очевидно, что на этой стадии проектирования 
все характеристики будущей системы могут быть 
определены с некоторой неопределённостью, чаще 
всего нестохастической по своей природе. Это обу-
словлено неполнотой сведений о свойствах системы 
и условии её эксплуатации. Наиболее подходящим 
по своему физическому смыслу математическим 
аппаратом, используемым для выполнения расчетов 
в условиях принятого вида неопределённости, мо-
жет быть аппарат интервальных вычислений, осно-
вы которого изложены в работе [1], ставшей класси-
ческой. Строгое обоснование применения методов 
интервальных вычислений для расчёта надёжности 
алгоритмических процессов дано в работе [2]. Авто-
ры данного сообщения более десяти лет используют 
указанные методы для предварительного расчёта 
надёжности программных и технических си-
стем [3, 4]. 

Для расчёта надёжности программных систем в 
работах [5-7] рекомендовано использовать следую-
щие выражения. 

При использовании модели Холстеда количе-
ство возможных ошибок в программе определяют 

исходя из равенства:  
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где V – объем программы,  
Eкритическое – эмпирическая постоянная 

3 5E 2 10 ...5 10 ,     
Nошибок – количество ошибок в программе. 

При использовании модели Милса количество 
возможных ошибок в программе определяют исходя 
из равенства:  
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где Nош – количество собственных дефектов в про-
грамме,  

Nотм – количество выявленных собственных де-
фектов в программе,  

Nвнес – количество внесенных дефектов,  
Nвнесв – количество выявленных внесенных де-

фектов.  
При использовании модели Мусы количество 

возможных ошибок в программе определяют исходя 
из равенства:  
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где B0 – ожидаемое число отказов в программном 
обеспечении,  

T0 – средняя наработка на отказ в начале испы-
таний,  

C – коэффициент сжатия тестов,  
t – время эксплуатации. 

При использовании гиперэкспоненциальной 
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модели используют условие: 
k

i i i
i 1

(е) a P b exp(-b t)


   ,                   (4) 

где Pi – весовые коэффициенты,  
bi – интенсивность удаления дефектов i-го класса, 
a – количество дефектов, присутствующих в про-

граммном обеспечении в начале фазы тестирования;  
t – время эксплуатации.  

При использовании модели Лапри используют 
условие: 
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где t – время эксплуатации,  
1 2 1 2P ,  P ,  ,     – параметры, определяющие 

надежность программы. 
При оценивании длины программы используют 

условие: 
1 2 1 2 2 2N n log n n log n  ,                  (6) 

где n1 – объём словаря операторов,  
n2 – объём словаря операндов. 

Можно предположить, исходя из физического 
смысла переменных и коэффициентов, входящих в 
условия (1) – (5), что на стадии эскизного проекти-
рования системы они известны с некоторой неопре-
делённостью. 

В соответствии с работами [9-11] различают не-
определенность типа А, которую оценивают стати-
стическими методами и неопределенность типа В, 
которой присущи свойства нестохастической неопре-
делённости. Для её определения используют априор-
ную нестатистическую информацию о возможных 
интервалах значений элементов формул (1) – (5). В 
работах [12-15] показаны способы объединения этих 
подходов, основанные на том, что доверительные 
интервалы статистических оценок параметров, харак-
теризующих надёжность технических систем, можно 
рассматривать как интервалы их возможных значе-
ний, задаваемых неопределённостью типа В.  

Применение этого подхода для решения задач 
надёжности программных и технических систем 
показано в работах [3, 14, 15]. В них было показано, 
что источником погрешности при расчёте надёжно-
сти служит неопределённость, возникающая вслед-
ствие статистического оценивания параметров без-
отказной работы и их доверительных интервалов.  

 

Анализ последних исследований  
и публикаций 

 

Правила действий с интервальными числами 
подробно изложены в работах [1, 16, 17]. Рассмот-
рим множество действительных чисел, на котором 
определим интервальное число А в виде замкнутого 
интервала, который, используя обозначения, приня-

тые в работах [1, 16, 17], представим в виде: 

A=  a,a = 1 2(a ,a ) ; a ,a ; 1 2a a .            (7) 

При таком способе определения интервальных 
чисел операции с ними выполняют по правилам, 
приведенным в работах [1, 16, 17]: 

A+B = [( 1a + 1b ), ( 2b + 2b )];                  (8) 

A-B = [( 1a - 2b ), ( 2a - 1b )];                   (9) 
A∙B= (Z1, Z2);                          (10) 

Z1=min ( 1a 1b , 1a 2b , 2a 1b , 2a 2b );        (11) 

Z2=max ( 1a 1b , 1a 2b 2a 1b , 2a 2b );        (12) 

A/B = ( 1a , 1b ) (1/ 2b , 1/ 1b ), 0 B .          (13) 
Операцию возведения в целочисленную сте-

пень выполняют по правилу: 
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a ,a ,  если a 0;

0,max a ,a ,если 0 a ,a ,  n-четное;

A a ,a ,  если 0  a ,a ,  n-нечетное;

a ,a ,  если a 0,  n-четное;

a ,a ,  если a 0,  n - нечетное;

   
    
   
   
   

(14) 

Выделим на числовой оси интервалы: 
 1 2Z(R) a 0 a ;    2 1P(R) a a 0 ;     

   2 1P R a a 0 .    В этом случае результат опе-
рации умножения A B  определяют в соответствии 
с таблицей Кэли, приведенной в табл. 1. 

В этой таблице в верхних строках ячеек приве-
дены результаты, заимствованные из работы [16], в 
нижней – [17]. Эти результаты совпадают во всех 
вариантах, кроме варианта, при котором B Z(R).  
Указанную коллизию по нашему мнению нельзя 
считать опечаткой, так как во всех предыдущих ра-
ботах автора работы [17] она приведена именно в 
таком виде.  

В работе [17] предложено интервальное число 
A= 1 2(a ,a ), a a , 1 2a a  представлять в виде: 

aA a, r ,                            (15) 
где 

1 2a a
a

2


 ,  2 1
a

a a
r

2


 , aa, r , R .         (16) 

Подобное представление интервального числа 
получила название «Система центр-радиус». При 
применении этой системы действия сложения и вы-
читания с интервальными числами выполняют по 
следующим правилам: 

a bA B a b, r r    ;                   (17) 

a bA B a b, r r .                       (18) 
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Таблица 1 
Таблица Кэли для выполнения операции умножения интервальных чисел 

Операция A B  B P(R)  B Z(R)  B P(R)  
A P(R)  ( a b , a b ) 

( 1a 1b , 2a 2b ) 

( a  b , a  b ) 

( 2a 1b , 2a 2b ) 

( a  b , a  b ) 

( 2a 1b , 1a 2b ) 
A Z(R  ( a b , a b ) 

( 1a 2b , 2a 2b ) 

[min( a b , a  b ),max( a  b , a  b )] 

[min( 1a 2b , 2a 1b );max( 1a 1b , 2a 2b )] 

( a  b , a  b ) 
( 2a 1b , 1a 1b ) 

A P(R)  ( a b , a  b ) 

( 1a 2b , 2a 1b ) 

( a b , a b ) 

( 1a 2b , 2a 2b ) 

( a  b , a  b ) 

( 2a 2b , 1a 1b ) 
 

 
Формулы для выполнения действий умножения 

и деления в общем случае приведены в работе [17].  
Исходя из физического смысла задачи опреде-

ления надёжности, все её параметры и переменные 
суть положительные величины. То есть, в условии 
(15) a 0, r 0.   Примем также, что aa r .  Физиче-
ский смысл этого ограничения в том, что центр зна-
чений некоторой измеряемой или оцениваемой ве-
личины должен быть больше ширины её допустимо-
го интервала, иначе задача теряет своё содержатель-
ное значение. То есть: 

aa r 0  , bb r 0  .                   (19) 
Для этого случая в работе [19] предложены 

формулы выполнения операций деления и умноже-
ния в системе центр-радиус в виде: 

a b a b b aa, r b, r ab r r ,ar br ;            (20) 

a a b b a
2 2 2 2

b b b

a, r ab r r ar br
,

b, r b r b r
 


 

.           (21) 

Для возведения в целочисленную степень в ра-
боте [17] приведены формулы: 

nn
aA a, r G, R  ;                   (22) 

при условии, что n Z.  Тогда: 
n

2k 2k n 2k
n a

k 0
G C r a 


  ; 

n n (2k 1)2k 1 2k 1
n a

k 0
R C r a   


  .            (23) 

Численные эксперименты, выполненные авто-
рами данного сообщения и приведенные в работе 
[4], показали, что система центр-радиус позволяет 
получить наименьший интервал определения числа 
по сравнению со всеми известными в данное время 
системами аксиом интервальной арифметики, опи-
санными в работе [16].  

В приведенных правилах выполнения операций 
в системе центр-радиус отсутствуют правила умно-
жения и деления на постоянное число, возведение в 
степень с произвольным показателем и способы вы-

числения элементарных функций. 
 

Постановка задачи 
 

Разработка методов вычисления в системе 
центр-радиус элементарных функций для использо-
вания их при расчёте надёжности программных и 
технических систем с последующей реализацией на 
специализированном программном калькуляторе. 

 
Полученные результаты  

 
Пусть A= 1 2(a ,a )  и B= 1 2(b , b ) . Рассмотрим по-

дробнее вариант умножения двух интервальных 
чисел в классической интервальной математике при 
условии, что A P(R)  и B Z(R) . Рассмотрим 
знаки попарных произведений численных значений 
их границ. Если: 

ij i jz a b ,  i, j 1, 2 ;                       (24) 

и 
1,  если z 0;

sgn z
1,  если z 0.


  

                     (25) 

Значения функции (24) при различных знаках 
границ интервалов сомножителей показаны в табл. 2. 

 
Таблица 2  

Значения функции sgn z при различных знаках  
границ интервалов сомножителей 

 1b 0  2b 0  

1a 0  11z 1  21z 1   

2a 0  21z 1   22z 1  
 
Следовательно 

[ A P(R) ]· [ B Z(R ] = [min ( 2a 1b , 1a 2b ),  

max ( 1a 1b , 2a 2b )].                 (26) 
Постоянное число С в системе центр-радиус 

представим в виде C c,  0 .  Примем, что 

aA a, r  и B b,0 . Тогда: 
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aA B a b, r   ;                       (27) 

aA B a b, r   .                       (28) 
Для умножения интервального числа, пред-

ставленного в системе центр-радиус, на постоянную 
величину 

Запишем, что: 

b

a

a,0 b, r , A const,B consn;
AB

a,r b,0 ,A const,B const.
     

     (29) 

Используя условие (20) получим, что: 

b b

a a

a,0 b, r ab,ar ,A consn,B const;
AB

a, r b,0 ab,br ,A consn,B const.
       

(30) 

При операции деления интервального числа на 
постоянное число получим, что: 

a a a
2 2

a, r br rA ab a, ,
B b,0 b bb b
   ;          (31) 

или 

b b
2 2 2 2 2 2

b b b b

ab,ara,0 arA ab ,
B b, r b r b r b r
  

  
.  (32) 

В рамках данной работы для определения 
надёжности программных систем необходимы сле-
дующие элементарные функции: показательная с 
отрицательным показателем и логарифмическая 
функция по основанию два. 

При выборе методов расчёта численных значе-
ний этих функций выбирали те, которые для своей 
реализации требуют меньшее количество операций 
по сравнению с остальными. Соблюдение этих тре-
бований обеспечивало наименьшую величину ре-
зультирующего интервала. 

Следуя работе [18] представим логарифмиче-
скую функцию в виде: 

   iin
i 1n

i i
i 1 2n

x 1C 1ln x 1
iC x





 
   

 
 ,         (33) 

где 

 
i
n

n!C
i! n i !




. 

С учётом ранее принятых обозначений в нашем 
случае получим, что: 

 
x

i6
xi 1

i i
i 1 x

ln x, r

x, r 1;01;0
a ,0 1;0 .

i;0x, r






  
   
  


(34) 

Далее при описании вычислительных алгорит-
мов, во избежание недоразумений, связанных с ис-
пользованием десятичных дробей, вместо символа 

aa, r  будем использовать символ aa; r . 
Коэффициенты ai, необходимые для вычисле-

ния величины xln x, r , приведены в табл. 3. 

Таблица 3 
Значение коэффициентов для рационального  

приближения функции  ln x  

1a  0,500000 4a  0,030303 

2a  0,227273 5a  0,007576 

3a  0,090909 6a  0,0001082 
 
Так, как [18]: 

a
ln xlog x
ln a

 ;                          (35) 

2
ln xlog x
ln 2

 = 1
0,693147

=1,442695 ln(x) .  (36) 

Следовательно  

2 xlog x, r  1,442695 xln( x, r ) .         (37) 

Следуя работе [18], представим показательную 
функцию c отрицательным показателем, точнее её 
рациональное приближение, в виде: 

46
x k

k
k 0

e a x ,






 
  
  
  при 0 x 16.          (38) 

Значения коэффициентов аk, используемых для 

рационального приближения величины xe ,  приве-
дены в табл. 4. 

Таблица 4 
Значение интерполяционных коэффициентов  

для рационального приближения функции xe  

0a  1 4a  0,0001715620 

1a  0,2499986842 5a  0,0000054302 

2a  0,0312575832 6a  0,0000006906 

3a  0,00259137121   
 

Интервальное расширение функции (38) при-
мет вид: 

x

46
kx,r

a xk
k 0

e a, r x, r






 
  
  
 .             (39) 

Для проведения вычислительных эксперимен-
тов разработана программная система на языке про-
граммирования C# в среде программирования Visual 
Studio 2013 [20]. Система позволяет выполнить рас-
четы с помощью «Интервальный калькулятор – 
Центрированные формы» арифметических выраже-
ний любой сложности, используя рассмотренные в 
данной работе формулы интервальных выражений и 
интервальных расширений для функций (15) – (38) в 
форме «центр-радиус».  

Для реализации рассмотренных моделей расче-
та надежности программного обеспечения, пред-
ставленных условиями (1) – (6) необходимо в глав-
ном окне системы (рис. 1) установить курсор на со-
ответствующий пункт меню. В результате открывает- 
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Рис. 1. Главное окно программной системы для расчета надежности программного обеспечения 

 
ся окно для выполнения расчетов по выбранной мо-
дели. Примеры расчетов показаны на рис. 2 и рис. 3. 

 
Выводы 

 
1. Для учёта неопределённости, возникающей 

на стадии эскизного проектирования программных 
систем, предложено для уменьшения неопределён-
ности использовать интервальные вычисления в 
системе центр-радиус. 

2. Предложены алгоритмы вычисления по-
казательной и логарифмической функций для ин-
тервальных аргументов, заданных в системе 
центр-радиус. 

3. Полученные алгоритмы реализованы при 
определении надёжности программных систем в 
соответствии с моделями Холстеда, Мусы, Лапри 
и гиперэкспоненциальной моделью. 

4. Для выполнения расчётов предложен спе-
циализированный программный калькулятор, 
приведены примеры его применения. 
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Рис. 2. Пример расчета надежности программного обеспечения по гиперэкспоненциальной модели 
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ЗАСТОСУВАННЯ ІНТЕРВАЛЬНИХ ОБЧИСЛЕНЬ В СИСТЕМІ ЦЕНТР-РАДІУС  
ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ НАДІЙНОСТІ ПРОГРАМНИХ СИСТЕМ  

В. Ю. Дубницький, А. М. Кобилін 
Для зменшення невизначеності, яка виникає на стадії ескізного проектування програмних систем, 

запропоновано використовувати інтервальні обчислення в системі центр-радіус. В даній роботі створе-
но алгоритми обчислення показникової і логарифмічної функцій для інтервальних аргументів, заданих 
в системі центр-радіус. Отримані алгоритми реалізовано при визначенні надійності програмних систем 
відповідно до моделей Холстеда, Мусси, Лапрі і гіперекспоненціальної моделі. Для виконання розраху-
нків запропоновано спеціалізований програмний калькулятор, наведені  приклади його застосування.    

Ключові слова: надійність програмного забезпечення, інтервальні обчислення, моделі Холстеда, 
Мусси, Лапрі, гіперекспоненційна модель, спеціалізований програмний калькулятор. 

 
INTERVAL CALCULATIONS IN CENTER-RADIUS SYSTEM FOR ASSESSMENT  

OF SOFTWARE SYSTEMS RELIABILITY 
V. Yu. Dubnitskiy, A. M. Kobylin 

In order to take into account indeterminancy that emerges at the stage of preliminary program systems 
engineering interval calculations in center-radius system are proposed for decrease of indeterminancy interval. 
Calculation algorithms of exponential and logarithm functions for interval arguments defined in center-radius 
system are developed. Obtained algorithms are implemented while determining reliability of program systems 
according to Halstead, Musa, Laprie model and hyperexponential model. Special program calculator is pro-
posed for calculations, examples of its usage are given. 

Key words: software reliability, interval calculations, Halstead, Musa, Laprie models, hyperexponential 
model, special program calculator. 
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