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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА 
ВЯЗКИХ ТЕЧЕНИЙ, УСЛОЖНЕННЫХ  
МАССООБМЕНОМ (ЗАДАЧА ОБТЕКАНИЯ) 
КОЛОСОВА С.В., ЛАМТЮГОВА С.Н.,  
СИДОРОВ М.В.________________________________ 
Рассматривается применение методов R-функций, по-
следовательных приближений и Галеркина к расчету 
задач внешнего обтекания тел вязкой несжимаемой жид-
костью, усложненных массообменом. 
1. Введение 
Актуальность исследования. Задачи расчета вязких 
течений, усложненных массообменом, применяют-
ся в теплоэнергетике, химической и пищевой тех-
нологиях, гео- и астрофизических исследованиях, 
охране окружающей среды. Так, многие процессы 
химической технологии связаны с движением жид-
кости в технологическом оборудовании. При под-
готовке реагентов и выделении продуктов реакции 
такие операции, как выщелачивание, абсорбция, 
экстракция и перегонка, играют важную роль. За-
коны гидродинамики, тепло- и массопередачи су-
щественны для всего технологического процесса. 
Процессы тепло- и массообмена также являются 
одними из основных в энергетике, а также в целом 
ряде технологических процессов металлургической 
и других отраслей промышленности. Кроме того, 
задачи массообмена тел с равномерным вязким 
потоком лежат в основе расчета многих технологи-
ческих процессов, связанных с растворением, экс-
тракцией, испарением, осаждением коллоидов [1]. 
В общем случае задача о стационарном массообме-
не тела вращения с потоком вязкой несжимаемой 
жидкости сводится к решению уравнения гидроди-
намического обтекания поверхности и уравнения 
для концентрации с соответствующими краевыми 
условиями на поверхности тела и вдали от него. 
Точно учесть геометрию области, а также краевые 
условия (в том числе и условие на бесконечности) 
можно, воспользовавшись конструктивным аппара-
том теории R-функций акад. НАН Украины В.Л. 
Рвачева [2].  
Метод R-функций в задачах гидродинамики ис-
пользовался в работах [3–8], но рассматривались 
задачи расчета течений идеальной жидкости [3] 
или же вязкой в ограниченных областях [4–7], или 
при наличии винтовой симметрии [8].  
Метод R-функций для задач внешнего обтекания 
тел вязкой жидкостью использовался в работах 
[9,10], но задачи внешнего обтекания тел вязкой 
жидкостью, усложненные массообменом, с исполь-

зованием метода R-функций не рассматривались, 
хотя они составляют важный класс прикладных 
задач. Поэтому разработка новых, а также совер-
шенствование существующих методов математиче-
ского моделирования и численного анализа внеш-
них стационарных задач гидродинамики вязкой 
несжимаемой жидкости с учетом массообмена ме-
тодом R-функций является актуальной научной 
проблемой.  
Эта работа опирается на метод R-функций акад. 
В.Л. Рвачева [2] и его применение к расчету ста-
ционарных течений жидкости в бесконечных одно-
связных областях сложной геометрии [11]. 
Цели и задачи исследования. Целью данного иссле-
дования является разработка нового метода чис-
ленного анализа задачи массообмена тела враще-
ния с равномерным поступательным потоком. Этот 
метод основан на совместном применении метода 
последовательных приближений, структурного 
метода R-функций и проекционного метода Галер-
кина. В данной работе не обсуждается степень 
строгости, условия применимости использованных 
уравнений движения жидкости, они рассматрива-
ются как математические модели, подлежащие 
численной алгоритмизации. 
Для достижения поставленной цели необходимо 
решить следующие задачи: 
– на основании методов теории R-функций постро-
ить полную структуру решения нелинейной крае-
вой задачи для функции тока; 
– заменить исходную нелинейную задачу последо-
вательностью линейных краевых задач; 
– для решения линейных задач на каждом шаге 
итерационного процесса разработать численный 
алгоритм на основании метода Галеркина; 
– на основании методов теории R-функций постро-
ить полную структуру решения линейной краевой 
задачи для концентрации; 
– для решения линейной задачи для концентрации 
разработать численный алгоритм на основании 
метода Галеркина. 
2. Постановка задачи 
Рассмотрим массообмен тела вращения с потоком 
вязкой несжимаемой жидкости. Считаем, что в 
пространстве введена декартова система координат 
( x , y , z ), а обтекаемое тело образовано вращени-
ем вокруг оси Oz  фигуры Ω , лежащей в плоско-
сти Oxz  (фигура Ω  односвязная, конечная и сим-
метричная относительно оси Oz ). Кроме того, 
предположим, что поток жидкости равномерный, 
его скорость равна U∞  вдали от тела и он сона-
правлен с осью Ox . Такие течения удобно рас-
сматривать в сферической системе координат. В 
осесимметричных задачах в сферической системе 
координат r , θ , ϕ  все величины не зависят от 
координаты ϕ  и третья компонента скорости жид-
кости равна нулю: v 0ϕ = . Тогда остальные две 
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компоненты скорости жидкости можно предста-
вить в виде [1, 12] 

r 2
1v

r sin
∂ψ=
∂θθ

, 1v
r sin rθ

∂ψ= −
θ ∂

,        (1) 

где (r, )ψ = ψ θ  – функция тока. 
Процесс массопереноса описывается уравнением 
для концентрации [1] 

c Pe(v )c∆ = ⋅∇r ,                               (2) 
здесь c c(r, )= θ  – концентрация; Pe  – число Пекле 
– безразмерный параметр, характеризующий меру 
отношения конвективного переноса растворенного 
в жидкости вещества к диффузионному переносу, 

2
2 2
1 c 1 cc r sin

r rr r sin
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∆ = + θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂θ ∂θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠θ

, 

r
vc c(v )c v

r r
θ∂ ∂⋅∇ = +

∂ ∂θ
r . 

Подставив (1) в (2), для концентрации c c(r, )= θ  
получим следующую задачу: 

2
Pe c cc

r rr sin
∂ψ ∂ ∂ψ ∂⎛ ⎞∆ = −⎜ ⎟∂θ ∂ ∂ ∂θ⎝ ⎠θ

 вне Ω ,          (3) 

0c c∂Ω = ,                (4) 

c 0→  при r → ∞ ,          (5) 
где 0c  – заданная концентрация на границе ∂Ω  
обтекаемого тела. 
Функцию тока (r, )ψ θ  можно найти, например, как 
решение следующей нелинейной задачи обтекания 
тела вязкой несжимаемой жидкостью [13]: 

2
2

1 E EE
r rr sin

∂ψ ∂ ψ ∂ψ ∂ ψ⎛ ⎞ν ψ = − +⎜ ⎟∂θ ∂ ∂ ∂θ⎝ ⎠θ
 

2
1 22ctg E

r rr sin
∂ψ ∂ψ⎛ ⎞+ θ − ψ⎜ ⎟∂ ∂θ⎝ ⎠θ

 вне Ω ,        (6) 

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ =
∂n

,          (7) 

2 21~ U r sin
2 ∞ψ θ  при r → ∞ ,     (8) 

где  
2

2 2
sin 1E

sinr r
∂ ψ θ ∂ ∂ψ⎛ ⎞ψ = + ⎜ ⎟∂θ θ ∂θ⎝ ⎠∂

, ( )2E E Eψ = ψ ,  

n  – внешняя к ∂Ω  нормаль; 1Re−ν = ; Re  – число 
Рейнольдса. 
Итак, решение задачи (3) – (5) состоит из двух эта-
пов:  
1) нахождение функции тока как решения задачи 
(6) – (8); 
2) решение задачи (3) – (5) для концентрации. 
Для решения поставленных задач воспользуемся 
методом R-функций акад. НАН Украины В.Л. Рва-
чева [2]: с помощью конструктивных средств тео-
рии R-функций построим структуры решения крае-
вых задач, т.е. пучки функций, точно удовлетво-
ряющих краевым условиям. 

3. Метод решения задачи для функции тока 
Пусть вне Ω  известна достаточно гладкая функция 

(r, )ω θ , обладающая следующими свойствами: 

1) (r, ) 0ω θ >  вне Ω ; 
2) (r, ) 0ω θ =  на ∂Ω ; 

3) (r, ) 1∂ω θ = −
∂n

 на ∂Ω , 

где n  – вектор внешней нормали к ∂Ω . 
Введем в рассмотрение достаточно гладкую функ-
цию My f (x)=  [11], удовлетворяющую следующим 
условиям: 
а) Mf (0) 0= ; 
б) Mf (0) 1′ = ; 
в) Mf (x) 0 x 0′ ≥ ∀ ≥ ; 
г) Mf (x) 1 x M (M const 0)≡ ∀ ≥ = > . 
Условиям а) – г) удовлетворяет, например, функция 

M

Mx1 exp , 0 x M;
f (x) x M

1, x M.

⎧ − ≤ <⎪= −⎨
⎪ ≥⎩

 

Ясно, что такая Mf (x) C [0, )∞∈ + ∞ .  
Обозначим 

M M(r, ) f [ (r, )]ω θ = ω θ .           (9) 
Функция M (r, )ω θ  удовлетворяет условиям 1) – 3). 
Кроме того, M (r, ) 1ω θ ≡ , если (r, ) Mω θ ≥ . Это ус-
ловие означает, что если функция (r, )ω θ  монотон-
но возрастает при удалении от ∂Ω , то функция 

M (r, )ω θ  вида (9) отлична от единицы лишь в неко-
торой кольцеобразной области { }0 (r, ) M≤ ω θ < , 
содержащейся во внешности Ω  и прилегающей к 
∂Ω . 
В работе [9] показано, что при любом выборе дос-
таточно гладких функций 1Φ  и 2Φ  ( 2

1 r 0−Φ ⋅ →  
при r → +∞ ) краевым условиям (7) и условию на 
бесконечности (8) точно удовлетворяет функция 
вида 

2 2
M 0 1 M M 2( ) (1 )ψ = ω ψ + Φ + ω − ω Φ ,      (10) 

где 2 2
0

1 RU (r R) 2 sin
4 r∞

⎛ ⎞ψ = − + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – решение Сто-

кса для задачи обтекания сферы радиуса R  (счита-
ем, что сфера радиуса R  целиком лежит внутри об-
текаемого тела Ω ).  
Для решения задачи (6) – (8) воспользуемся мето-
дом последовательных приближений. Пусть на-
чальное приближение (0)ψ  задано. В качестве на-

чального приближения (0)ψ  можно взять, напри-
мер, решение соответствующей линеаризованной 
задачи (приближение Стокса) [10].  
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Если i -е приближение (i)ψ  построено, то новое 

(i 1)+ -е приближение (i 1)+ψ  находим как решение 
линейной задачи: 

(i) (i) (i) (i)
2 (i 1)

2
1 E EE

r rr sin
+ ⎛ ⎞∂ψ ∂ ψ ∂ψ ∂ ψν ψ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ∂ ∂ ∂θθ ⎝ ⎠

 

(i) (i)
(i)

2
1 22ctg E

r rr sin

⎛ ⎞∂ψ ∂ψ+ θ − ψ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂θθ ⎝ ⎠
 вне Ω ,   (11) 

(i 1) 0+
∂Ω

ψ = , 
(i 1)

0
+

∂Ω

∂ψ =
∂n

,   (12) 

(i 1) 2 21~ U r sin
2

+
∞ψ θ  при r → ∞ .      (13) 

В соответствии с (10) структура решения задачи 
(11) – (13) имеет вид 

(i 1) (i 1)(i 1) 2 2
M M M1 2(1 )+ ++ψ = ω Φ + ω − ω Φ . 

Для аппроксимации неопределенных компонент 
(i 1)
1

+Φ  и (i 1)
2

+Φ  воспользуемся методом Галеркина 
[14]. 
Известно [12, 15], что общее решение уравнения 

2E 0ψ =  при отсутствии в физической постановке 
сингулярностей может быть записано в виде 

( n 1 n n 2
n n n

n 2
(r, ) A r B r C r

∞ − +

=
ψ θ = + + +∑  

)3 n
n nD r J (cos )−+ θ ,         (14) 

где nA , nB , nC , nD  – произвольные постоянные; 

nJ ( )ζ  – функции Гегенбауэра первого рода. Пред-
ставлением (14) воспользуемся для выбора коорди-
натных последовательностей. 
Для аппроксимации неопределенной компоненты 

(i 1)
1

+Φ  воспользуемся функциями системы 

{ 1 1 2 2
2 4 3 5r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), ...,− − − −θ θ θ θ  

}n n
n 1 n 3r J (cos ), r J (cos ), ...− −

+ +θ θ ,      (15) 

а для аппроксимации неопределенной компоненты 
(i 1)
2

+Φ  воспользуемся функциями системы 

{ 2 4 3
3 2 2 2 3J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ),θ θ θ θ θ

}5 n n 2
3 n nr J (cos ), ..., r J (cos ), r J (cos ), ...+θ θ θ .  (16) 

Итак, функции (i 1)
1

+Φ  и (i 1)
2

+Φ  представим в виде 
m1(i 1) (i 1) (i 1)

n n1 1,m1 n 1

+ + +

=
Φ ≈ Φ = α τ∑ , 

m2(i 1) (i 1) (i 1)
n m2 2, m n m 12 1n 1

+ + +
++

=
Φ ≈ Φ = α τ∑ , 

где 1 m1, ...,τ τ  – первые 1m  функций системы (15), 
а m 1 m m1 1 2, ...,+ +τ τ  – первые 2m  функций системы 
(16).  
Тогда  

N(i 1)(i 1) 2 (i 1)
M 0 n nN

n 1

++ +

=
ψ ≈ ψ = ω ψ + α ϕ∑ ,        (17) 

где 1 2N m m= + ,  
2

1 M 1,ϕ = ω τ  …, 2
m M m1 1 ,ϕ = ω τ  

2
m 1 M M m 11 1(1 )+ +ϕ = ω − ω τ , …, 

2
N M M m m1 2(1 ) +ϕ = ω − ω τ . 

Таким образом, построенные функции nϕ  образу-
ют координатную последовательность. 

Коэффициенты (i 1) (i 1)
N1 , ...,+ +α α  найдем из условия 

ортогональности невязки, полученной после под-
становки функции (17) в уравнение (11), к системе 
функций  

2 1 k
M k{ (r, )r J (cos ), k 2,3,...;−ω θ θ =  
2 3 k
M k(r, )r J (cos ), k 4,5,...;−ω θ θ =  

2 2
M 2 M 3(r, )rJ (cos ), (r, )J (cos ),ω θ θ ω θ θ  

2 j 2 j 2
M j M j(r, )r J (cos ), (r, )r J (cos ), j 2,3,...}+ω θ θ ω θ θ = . 

Это приводит к необходимости решения системы 
линейных уравнений относительно (i 1) (i 1)

N1 , ...,+ +α α . 

Итерации следует прекратить, когда 
(i 1) (i)+ψ − ψ < ε , где 0ε >  – малое число. 

4. Метод решения задачи для концентрации 
Подставив найденную функцию тока в уравнение 
(3), решим задачу (3) – (5) также методом R-
функций. 
Нами доказана следующая теорема. 
Теорема. При любом выборе достаточно гладких 
функций 1Ψ  и 2Ψ  ( 1 0Ψ →  при r → +∞ ) краевым 
условиям (4) и (5) точно удовлетворяет функция 
вида 

0 M M 1 M M 2c c (1 ) (1 )= − ω + ω Ψ + ω − ω Ψ . 
Для аппроксимации неопределенных компонент 

1Ψ  и 2Ψ  также воспользуемся методом Галеркина 
[14].  
Для аппроксимации неопределенной компоненты 

1Ψ  воспользуемся функциями полной системы 
частных решений уравнения Лапласа относительно 
области { }(r, ) 0ω θ > : 

{ }n m
nr P (cos ), m 0,1, 2,..., n, n 0,1, 2,...θ = = , (18) 

а для аппроксимации неопределенной компоненты 
2Ψ  воспользуемся функциями полной системы 

РИ, 2014, No1 27



частных решений уравнения Лапласа относительно 
области { }(r, ) Mω θ < : 

n 1 m
n{r P (cos ), m 0,1,2,..., n, n 0,1,2,...}− − θ = = ,  (19) 

где m
nP (cos )θ  – присоединенные функции Лежандра. 

Итак, функции 1Ψ  и 2Ψ  представим в виде 
m3

1 1,m k k3
k 1=

Ψ ≈ Ψ = β γ∑ , 

m4
2 2, m k m k m4 3 3

k 1
+ +

=
Ψ ≈ Ψ = β γ∑ , 

где 1 m3, ...,γ γ  – первые 3m  функций системы (18), 
а m 1 m m3 3 4, ...,+ +γ γ  – первые 4m  функций системы 
(19).  
 
 
 
Тогда  

( )
K

K 0 M k k
k 1

c c c 1
=

≈ = − ω + β φ∑ ,           (20) 

где 3 4K m m= + ,  

1 M 1,φ = ω γ  …, m M m3 3 ,φ = ω γ  

m 1 M M m 13 3(1 )+ +φ = ω − ω γ , …, 

K M M m m3 4(1 ) +φ = ω − ω γ . 

Коэффициенты 1 K, ...,β β  найдем из условия орто-
гональности невязки, полученной после подстанов-
ки функции (20) в уравнение (3), к первым 3m  
функциям системы (18) и к первым 4m  функциям 
системы (19). 
Это приводит к необходимости решения системы 
линейных уравнений относительно 1 K, ...,β β . 
Таким образом, мы получим приближенное реше-
ние задачи (3) – (5). 
5. Вычислительный эксперимент 
Вычислительный эксперимент был проведен для 
задачи обтекания сферы 2 2 2x y z 1+ + =  и эллипсои-

да вращения 
2 2 2

2 2
x y z 1

a b
+ + =  при 0c 1= , M=5, раз-

ных числах Рейнольдса и Пекле. На рис. 1 – 6 приве-
дены линии концентрации для сферы, на рис. 7 – 12 – 
для эллипсоида вращения. 

 
Рис. 1. Линии концентрации для сферы  

для Re 0=  и Pe 0=  

 
Рис. 2. Линии концентрации для сферы  

для Re 0=  и Pe 10=

 
Рис. 3. Линии концентрации для сферы  

для Re 0=  и Pe 20=  

 
Рис. 4. Линии концентрации для сферы  

для Re 25=  и Pe 0=
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Рис. 5. Линии концентрации для сферы  

для Re 25=  и Pe 10=  

 
Рис. 6. Линии концентрации для сферы  

для Re 25=  и Pe 20=

 
Рис. 7. Линии концентрации для эллипсоида  

для Re 0=  и Pe 0=  

 
Рис. 8. Линии концентрации для эллипсоида  

для Re 0=  и Pe 10=

 
Рис. 9. Линии концентрации для эллипсоида  

для Re 0=  и Pe 20=  

 
Рис. 10. Линии концентрации для эллипсоида  

для Re 30=  и Pe 0=

 
Рис. 11. Линии концентрации для эллипсоида  

для Re 30=  и Pe 10=  

 
Рис. 12. Линии концентрации для эллипсоида  

для Re 30=  и Pe 20=  
 

Выводы 
Впервые предложен численный метод расчета мас-
сообмена тела вращения с равномерным поступа-
тельным потоком, основанный на совместном при-
менении методов последовательных приближений, 
R-функций и Галеркина, который отличается от 
известных методов универсальностью (алгоритм не 
изменяется при изменении геометрии области) и 
тем, что структура решения точно учитывает все 
краевые условия задачи, в том числе и условие на 
бесконечности. Разработанный метод позволяет 
проводить математическое моделирование разных 
технологических и физико-механических процес-
сов. 

Сказанное выше и определяет научную новизну и 
практическую значимость полученных результа-
тов. 
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