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Предлагается квази Ф-функция для пары неориентиро-
ванных сфероконусов. Данная функция позволяет  запи-
сать условия взаимного непересечения объектов в виде 
набора систем неравенств, левые части которых являют-
ся бесконечно дифференцируемыми функциями. 
Введение 
На сегодняшний день наименее исследованными в 
классе задач размещения геометрических объектов 
являются задачи размещения трехмерных объектов, 
которые допускают непрерывные повороты. В то 
же время данные задачи являются востребованны-
ми как с научной, так и с практической точек зре-
ния [1-3]. 
Для построения адекватных математических моде-
лей таких задач необходимо выполнить аналитиче-
ское описание взаимоотношений (касание, пересе-
чение и непересечение) размещаемых геометриче-
ских объектов. Однако в связи с отсутствием кон-
структивных средств математического моделиро-
вания этих отношений для класса неориентирован-
ных (допускающих непрерывные повороты) трех-
мерных объектов существует проблема применения 
известных методов локальной и глобальной опти-
мизации для поиска решения рассматриваемых за-
дач. Решить эту проблему позволяет подход, осно-
ванный на методе Ф-функций [4].  
На данный момент в классе неориентированных 
трехмерных геометрических объектов построены 
Ф-функции для многогранников [5] и для много-
гранника и шара [6]. 
Данная статья расширяет множество трехмерных 
неориентированных объектов, для которых может 
быть построена математическая модель задачи оп-
тимальной упаковки.  
Целью данной работы является математическое 
моделирование взаимодействия неориентирован-
ных сфероконусов. 
Для достижения поставленной цели необходимо 
выполнить следующие задачи: построить квази Ф-
функцию и псевдонормализованную квази Ф-
функцию для сфероконусов. 
1. Постановка задачи 
В качестве сфероконуса в работе рассматривается 
выпуклый геометрический объект 

i 1i i 2isK G F G= U U  (рис. 1), где iF  – усечённый ко-
нус высоты i2h  радиуса верхнего и нижнего осно-
ваний 1ir  и 2ir  соответственно, 1i 2ir r≥ ; 1iG  – верх-
ний сферический сегмент высоты 1iw  и радиуса 
основания 1ir ; 2iG  – нижний сферический сегмент 
высоты 2iw  и радиуса основания  2ir . При этом 

kiG  получены из шаров kiS  радиусов  
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Рис. 1. Сфероконус 

 
Условия выпуклости сфероконуса записываются в 
виде условий на его метрические характеристики: 

( ) ( )1i 1i 2i 2i 2i 1i
1i 2i

i i

r r r r r r
0, 0.

2h 2h
− −

τ + ≥ τ + ≥  

В работе рассматриваются сфероконусы, для кото-
рых 1i 0.τ ≥  
Пусть вектор ( )i i 1i 2i 1i 2ih , r , r , w , wµ =  задает метри-
ческие характеристики сфероконуса isK . Изменяя 
значения вектора iµ , можно получить следующие 
геометрические объекты: конус   
( ( )i i 1ih , r ,0,0,0µ = ); усеченный конус   
( ( )i i 1i 2ih , r , r ,0,0µ = ); круговой цилиндр   
( ( )i i 1i 2i 1i 2ih , r , r ,0,0 , r rµ = = ); сфероцилиндр   
( ( )i i 1i 2i 1i 2i 1i 2ih , r , r , w , w , r rµ = = ); сферический сег-
мент   ( ( )i 1i 1i0, r ,0, w ,0µ = ); сферический диск   
( ( )i 1i 2i 1i 2i 1i 2i0, r , r , w , w , r rµ = = ) . 
Сфероконус допускает аффинные преобразования 
трансляции и поворота. В работе сфероконус isK  
является объектом вращения вокруг оси Oz, поэто-
му его ориентация задается углами ( )i i i,θ = α β  во-
круг осей Ox и Oy соответственно. Зададим матри-
цу поворота  ( ) ( ) ( ) ( )( )i x i y i z iR R , R , Rθ = θ θ θ , где 

( ) ( )T
x i i i i i iR cos ,sin sin , cos sinθ = β α β − α β , 

( ) ( )T
y i i iR 0,cos ,sinθ = α α , 

( ) ( )T
z i i i i i iR sin , sin cos , cos cosθ = β − α β − α β . 

Сфероконус isK , транслированный на вектор 
( )i i i ix , y , zν =  и повёрнутый на углы ( )i i i,θ = α β , 

обозначим ( )i isK u , где ( )i i iu ,= ν θ  – вектор дви-
жения сфероконуса. 
В работе [7] в целях описания в аналитическом ви-
де условий непересечения выпуклых объектов вве-
дено понятие квази Ф-функции. Эта функция зави-
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сит не только от параметров размещения объектов, 
но и от некоторых дополнительных переменных 

ijY , количество k которых зависит от размерности 
пространства, в котором заданы геометрические 
объекты.  
Определение 1. Квази Ф-функцией ( )ij i j ijQ u , u , Y  

для ϕ -объектов [8] ( )i iO u  и ( )j jO u  называется 

непрерывная всюду определённая функция, для 
которой выполняются следующие свойства: 

( ) ( ) ( )
k

ij

ij i j ij i i j j
Y R
max Q u , u ,Y 0, если int O u int O u

∈
< ≠ ∅I

( ) ( ) ( )
( ) ( )

k
ij

ij i j ij i i j j
Y R

i i j j

max Q u , u ,Y 0, если int O u int O u ,

frO u frO u ;

∈
= = ∅

≠ ∅

I

I

( ) ( ) ( )
k

ij

ij i j ij i i j j
Y R
max Q u , u ,Y 0,если O u O u

∈
> = ∅I . 

Таким образом, функция 
( ) ( )

k
ij

i j ij ij i j ij
Y R

u ,u ,Y max Q u ,u , Y
∈

Φ =  

является Ф-функцией для объектов ( )i iO u  и 

( )j jO u . 

Определение 2. Квази Ф-функция ( )ijd
i j ijijQ u ,u ,Y  

называется псевдонормализованной квази Ф-
функцией для ϕ -объектов ( )i iO u  и ( )j jO u , если 

для некоторого фиксированного значения ijd 0≥  
она удовлетворяет следующим условиям: 

( ) ( ) ( )( )ij

k
ij

d
i j ij i i j j ijijY R

max Q u ,u , Y 0, если O u ,O u d
∈

< ρ < ; 

( ) ( ) ( )( )ij

k
ij

d
i j ij i i j j ijijY R

max Q u ,u ,Y 0, если O u ,O u d ;
∈

= ρ =

( ) ( ) ( )( )ij

k
ij

d
i j ij i i j j ijijY R

max Q u ,u ,Y 0,если O u ,O u d
∈

> ρ > , 

где ( ) ( )( )i i j jO u ,O uρ  – евклидово расстояние меж-

ду объектами ( )i iO u  и ( )j jO u . 

Легко видеть, что условие ( )ijd
i j ijijQ u ,u ,Y 0≥  обес-

печивает нахождение объектов на расстоянии не 
меньшем, чем ijd . 
2. Построение квази Ф-функции для двух сфе-
роконусов  
Рассмотрим полупространство  

( ) ( ) ( ){ }3
s s sH Y X x, y, z R : f X, Y 0− = = ∈ ≤ , 

отделяемое плоскостью ( )s s sfrH Y−Λ = , которая 
задаётся уравнением 

( ) ( ) ( ) ( )s s s s s s sf X,Y a x b , y c , d 0,= ψ + φ ψ + φ ψ + =

( ) ( )s s s s s sa sin ,b , sin cos ,ψ = ψ φ ψ = − φ ψ

( )s s s sc , cos sinφ ψ = φ ψ , ( )s s s sY , ,d= φ ψ . 

Замечание. Заметим, что  
( ) ( ) ( ) ( )( )s s s s s s sn Y a ,b , ,c , 1= ψ φ ψ φ ψ = , 

поэтому величина ( )0
sf X ,Y  равна расстоянию от 

произвольной точки 0 3X R∈  до плоскости sΛ . 
Вначале построим Ф-функцию для сферического 
сегмента 1i iG sK⊂  и полупространства ( )s sH Y− .  
Теорема 1. Нормализованная Ф-функция для сфе-
рического сегмента ( )1i iG u  и полупространства 

( )s sH Y−   может быть представлена в виде 

( ) ( ) ( ){ }11 1 1
i s is i s 3is i su , Y max F u ,Y ,g u ,Y ,Φ =  

где  
( ) ( ) ( ){ }1 1 1

is i s 1is i s 2is i sF u ,Y min g u , Y ,g u ,Y= , 

( ) ( ) ( ) ( )21
1is i s i s i i s 1i i sg u ,Y f ,Y h q , Y r 1 q , Y ,= ν + θ − − θ

( ) ( ) ( )
2

1 1i
2is i s i s i i s

1i

r
g u ,Y f ,Y h q ,Y

⎛ ⎞
= ν + + θ⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠

, 

( ) ( ) ( ) ( )1
3is i s i s i 1i i s 1ig u , Y f , Y h q , Y= ν + − τ θ − ρ , 

( ) ( ) ( )i s z i s sq ,Y R , n Yθ = θ . 
Доказательство . Сегмент 1iG  представляется, 
как пересечение шара 1iS  радиуса 1iρ  и конуса 1iK  

высоты 
2

1i

1i

r
τ

 и радиуса основания 1ir , образующие 

которого касаются шара 1iS  в точках окружности  

( ){ }0hz,0rhzyx:RX i
2
i1

2
i1i

223 =−=−τ−+++∈ . 
Обозначим ближайшую к плоскости sΛ  точку ос-
нования конуса 1iK  через i1A , вершину этого ко-
нуса – i2A , а точку шара 1iS , ближайшую к sΛ  – 
через i3A  (рис. 2). 
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Рис. 2. Отклонения контрольных точек сегмента 

 
Вычислим отклонение точки i1A  от плоскости sΛ . 
Имеем,  i1 i1 i i i i i i1A B V T V L M A= − − , т.е. 

( ) ( )i1 s i s i 1if A ,Y f ,Y h cos r sin= ν + ω − ω , откуда, учи-
тывая, что ω  – угол между единичными векторами 

( )s sn Y  и ( )z iR θ , получаем  
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( ) ( ) ( ) ( )2
i1 s i s i i s 1i i sf A ,Y f ,Y h q , Y r 1 q , Y .= ν + θ − − θ  

Отклонение точки i2A  от плоскости sΛ  равно  

i2 i2 i i i iA B V T V E= − , т.е.  

( ) ( )i2 s i s i i2f A ,Y f ,Y V A sin
2
π⎛ ⎞= ν − ω −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

откуда следует 

( ) ( ) ( )
2

1i
i2 s i s i i s

1i

r
f A ,Y f ,Y h q , Y .

⎛ ⎞
= ν + + θ⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠

 

И, наконец, отклонение точки от плоскости равно 
i3 i3 i i i iA B V T O D= − , т.е. 

( ) ( )i3 s i s i i i i3f A ,Y f , Y V O sin O A
2
π⎛ ⎞= ν − ω − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, отку-

да ( ) ( ) ( ) ( )i3 s i s i 1i i s 1if A ,Y f ,Y h q , Y= ν − − τ θ − ρ . 

Очевидно, что ( ) ( )1i i s sG u int H Y− = ∅I , если вы-
полнено хотя бы одно из условий:                            
1) ( )i1 sf A ,Y 0≥ , ( )i2 sf A , Y 0≥ ; 2) ( )i3 sf A , Y 0≥ . 

Обозначим ( ) ( )1
tis i s it sg u ,Y f A , Y , t 1, 2,3= = . 

Поэтому, если ( )11
i su ,Y 0Φ > , то ( )is i sF u , Y 0>  или 

( )1
3is i sg u ,Y 0> , а значит ( ) ( )1i i s sG u H Y− = ∅I . Ес-

ли ( )11
i su , Y 0Φ = , то ( )1

is i sF u , Y 0=  или 

( )1
3is i sg u ,Y 0= , откуда ( ) ( )1i i s sint G u int H Y− = ∅I  

и ( ) ( )1i i s sfrG u frH Y− ≠ ∅I . Если же ( )11
i su , Y 0Φ < , 

то ( )is i sF u ,Y 0<  и ( )1
3is i sg u , Y 0< , из чего следует, 

что ( ) ( )1i i s sint G u int H Y− ≠ ∅I . 
Заметим, что i2 1iA G∉ . Покажем, что или 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 1
i s 1is i s 2is i s 3is i su , Y g u , Y g u ,Y g u ,YΦ = = = , 

или ( ) ( )11 1
i s 2is i su , Y g u ,YΦ ≠ .  

Действительно, если 
( ) ( ) ( ){ } ( )1 1 1

is i s 1is i s 2is i s 1is i sF u ,Y min g u ,Y ,g u ,Y g u , Y ,= =

то ( ) ( )11 1
i s 2is i su , Y g u ,YΦ ≠ .  

Иначе, пусть ( ) ( )1
is i s 2is i sF u ,Y g u ,Y ,= т.е. 

( ) ( )1 1
2is i s 1is i sg u ,Y g u ,Y≤ . Тогда получаем 

( ) 1i
i s

1i
q ,Y

τ
θ ≤ −

ρ
. Если ( ) ( )1 1

3is i s 2is i sg u , Y g u ,Y> , то 

( ) ( )11 1
i s 2is i su , Y g u , YΦ ≠ .  

В ином случае, если ( ) ( )1 1
3is i s 2is i sg u , Y g u , Y≤ , т.е. 

( ) ( )11 1
i s 2is i su , Y g u ,YΦ = , имеем ( ) 1i

i s
1i

q ,Y
τ

θ ≥ −
ρ

.  

Таким образом, с одной стороны, ( ) 1i
i s

1i
q , Y

τ
θ ≤ −

ρ
, а 

с другой – ( ) 1i
i s

1i
q ,Y

τ
θ ≥ −

ρ
. Отсюда 

( ) 1i
i s

1i
q , Y

τ
θ = −

ρ
. Подставляя это значение в 

( ) ( )1 1
1is i s 2is i sg u ,Y ,g u ,Y  и ( )1

3is i sg u , Y , получаем 

 ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 1
i s 1is i s 2is i s 3is i su , Y g u , Y g u ,Y g u ,YΦ = = = . 

Поскольку функции ( )1
tis i sg u , Y , t 1, 2,3= , всюду 

определены и непрерывны, то и функция 
( )11

i su ,YΦ  всюду определена и непрерывна. По-

этому функция ( )11
i su , YΦ , с учётом замечания, 

является нормализованной Ф-функцией сфероко-
нуса ( )i isK u  и полупространства ( )s sH Y− . Теоре-
ма 1 доказана. 
Аналогично, нормализованная Ф-функция для сфе-
рического сегмента ( )2i iG u  и полупространства 

( )s sH Y−  может быть записана, как  

( ) ( ) ( ){ }12 2 2
i s is i s 3is i su ,Y max F u ,Y ,g u , Y ,Φ =  

где  
( ) ( ) ( ){ }2 2 2

is i s 1is i s 2is i sF u ,Y min g u , Y ,g u ,Y= , 

( ) ( ) ( ) ( )22
1is i s i s i i s 2i i sg u ,Y f ,Y h q ,Y r 1 q ,Y ,= ν − θ − − θ

( ) ( ) ( )
2

2 2i
2is i s i s i i s

2i

r
g u ,Y f , Y h q ,Y

⎛ ⎞
= ν − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠

, 

( ) ( ) ( ) ( )2
3is i s i s i 2i i s 2ig u , Y f , Y h q ,Y= ν − − τ θ − ρ . 

Поскольку сфероконус является выпуклым множе-
ством, то ( ) ( )i i s ssK u H Y− = ∅I , если 

( ) ( )1i i s sG u H Y− = ∅I  и ( ) ( )2i i s sG u H Y− = ∅I . По-
этому функция 

( ) ( ) ( ){ }1 11 12
is i s is i s is i su ,Y min u , Y , u ,YΦ = Φ Φ  

является нормализованной Ф-функцией для сферо-
конуса ( )i isK u  и полупространства ( )s sH Y− . 
Заметим, что для случаев, когда сфероконус при-
нимает форму конуса, усечённого конуса или ци-
линдра, Ф-функция ( )1

is i su ,YΦ  принимает вид 

( ) ( ) ( ){ }1 1 2
is i s 1is i s 1is i su ,Y min g u ,Y ,g u ,YΦ = . 

Аналогичным образом, нормализованная Ф-
функция для сфероконуса ( )j jsK u  и полупро-

странства  

( ) ( ) ( ){ }3
s s s sH Y X R : f X, Y f X,Y 0+ = ∈ = − ≤ , 

( )s s s sY , , d= φ π + ψ − , может быть записана в виде 

( ) ( ) ( ){ }2 21 22
js j s js j s js j su , Y min u ,Y , u , YΦ = Φ Φ , 

где ( )2k
js j su ,YΦ  – нормализованная Ф-функция для 

сегмента kj jG sK ,k 1,2,⊂ =  и полупространства 

( )s sH Y+ . Для упрощения записи переобозначим 
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s ijY Y= . Таким образом, сфероконусы гарантиро-
ванно не пересекаются (не имеют общих внутрен-
них точек), если плоскость ijΛ  является разделяю-
щей плоскостью этих объектов. 
Теорема 2. Квази Ф-функция для сфероконусов 

( )i isK u  и ( )j jsK u  может быть представлена в 

виде ( ) ( ) ( ){ }1 2
ij i j ij ij i ij ij j ijQ u , u ,Y min u , Y , u , Y= Φ Φ . 

Доказательство . Пусть 

( ) ( )3
ij

ij i j ij ij i j ij
Y R
max Q u ,u ,Y Q u , u ,Y 0∗

∈
= > . 

Тогда ( )1
ij i iju ,Y 0∗Φ >  и ( )2

ij j iju ,Y 0∗Φ > , следова-

тельно, плоскость ij
∗Λ  является разделяющей плос-

костью сфероконусов, причём  
( ) ( )i i ij ijsK u int H Y+⊂  и ( ) ( )j j ij ijsK u int H Y−⊂ . 

Если  ( ) ( )3
ij

ij i j ij ij i j ij
Y R
max Q u ,u ,Y Q u , u ,Y 0∗

∈
= = , то не 

существует такого 3
ijY R∗∗ ∈ , что 

( )ij i j ijQ u , u ,Y 0∗∗ > . Значит, ( )1
ij i iju ,Y 0∗Φ =  и 

( )2
ij j iju , Y 0∗Φ = , плоскость ij

∗Λ  является опорной 

плоскостью сфероконусов  ( )i isK u  и ( )j jsK u , 

причём ( ) ( )i i j jint sK u int sK u = ∅I  и 

( ) ( )i i j jfr sK u fr sK u ≠ ∅I . 

Если ( )
3

ij

ij i j ij
Y R
max Q u , u ,Y 0

∈
< , то для любого 

3
ijY R∗∗ ∈  выполняется ( )ij i j ijQ u , u ,Y 0∗ < , а значит 

справедливо хотя бы одно из неравенств 

( )1
ij i iju ,Y 0∗Φ <  или ( )2

ij i iju ,Y 0∗Φ < . Следовательно, 

в пространстве 3R  не существует плоскости, раз-
деляющей сфероконусы ( )i isK u  и ( )j jsK u . 

Функция ( )ij i j ijQ u , u , Y  всюду определена и непре-

рывна в силу всюду определённости и непрерывно-
сти функций ( )1

ij i iju ,YΦ  и ( )2
ij j iju , YΦ . Теорема 2 

доказана. 
Теорема 3. Пусть ijd 0≥ . Тогда функция 

( ) ( )ijd
i j ij ij i j ij ijij

1Q u ,u ,Y Q u , u ,Y d
2

= −  является псев-

донормализованной квази Ф-функцией для сферо-
конусов ( )i isK u  и ( )j jsK u . 

3. Выводы 
Научная новизна.. Впервые построена квази Ф-
функция ( )ij i j ijQ u , u , Y  для пары неориентирован-

ных сфероконусов. 
Научные и практические результаты. Данная 

функция позволяет записать условия взаимного 
непересечния объектов в виде набора систем нера-
венств, левые части которых являются бесконечно 
дифференцируемыми функциями. 
Эта функция может быть использована для по-
строения математической модели задач оптималь-
ных упаковок неориентированных сфероконусов, 
сфероцилиндров, конусов, усеченных конусов, ци-
линдров, сферических сегментов и сферических 
дисков.  
Функция ( )ij i j ijQ u ,u ,Y  позволяет снизить вычис-

лительные затраты при определении условий непе-
ресечения рассматриваемых трехмерных неориен-
тированных объектов.  

Кроме того, функция ( )ijd
i j ijijQ u ,u ,Y  позволяет 

учитывать ограничения на кратчайшие расстояния 
между рассматриваемыми объектами. 
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