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Рассматривается задача оптимального управления на-
гревом однородного стержня с теплоизолированной бо-
ковой поверхностью. Под оптимальным управлением в
данной задаче понимается задание такого краевого режи-
ма на концах стержня, который в конечный момент вре-
мени обеспечит распределение температуры в стержне,
наиболее близкое (в смысле некоторой метрики) к жела-
емому распределению температур.

Введение
Актуальность исследования. Задачи оптимального
управления процессами теплопроводности возника-
ют во многих областях науки, техники и промышлен-
ного производства. В частности, такие задачи связаны
с нагревом металла под прокатку или термообработ-
ку, сушкой и обжигом сыпучих материалов во вра-
щающихся печах, обработкой металлических стерж-
ней для турбин энергетических электростанций и си-
ловых промышленных установок, агломерацией, ди-
стилляцией, получением монокристаллов, индукци-
онным нагревом и многими другими производствен-
ными процессами [1].
Развитие и усложнение структуры производства при-
водит к тому, что проблемам моделирования режимов
автоматизации технологических процессов посвяща-
ется значительное количество исследований. В ходе
технического производства необходимо стремиться
минимизировать затраты сырья, временных и челове-
ческих ресурсов, одновременно с этим повышая ка-
чество производимой продукции в смысле близости
ее показателей к установленным стандартам, а также
полностью использовать все возможности оборудо-
вания в целях повышения производительности. Вслед-
ствие влияния различных факторов снижается каче-
ство выпускаемой продукции и увеличивается коли-
чество производственного брака, что приводит к не-
обходимости разработки таких методов управления,
которые бы обеспечивали наилучшее в некотором
смысле протекание исследуемых процессов.
Формально речь идет о сложных системах, состояние
которых характеризуется одним или несколькими
параметрами, распределенными в пространстве и вре-
мени. В силу высокой сложности технологических

производственных процессов и особенностей физи-
ческих процессов распространения тепла, возникаю-
щих в ходе производства, для математического моде-
лирования используются краевые задачи математи-
ческой физики, а управление определяется функцио-
налом специального вида, структура которого зави-
сит от целей управления. В ряде случаев управляемую
систему можно считать одномерной.
Теория оптимального управления позволяет подби-
рать параметры, которые обеспечат оптимальное в
некотором смысле функционирование исследуемого
процесса.
Таким образом, разработка новых и усовершенство-
вание существующих методов оптимального управ-
ления процессами теплопроводности является акту-
альной научной проблемой.
Для решения задач оптимального управления процес-
сом распространения тепла в стержне используются
сеточные методы в сочетании с методами оптимиза-
ции (методы проекции градиента и условного гради-
ента) [3, 4, 8], методы, основанные на разложении в
ряды Фурье [1, 2, 6], и другие [1].
Как известно, процессы теплопроводности описыва-
ются параболическими уравнениями [9, 10]. Кроме
того, параболическими уравнениями описываются
нестационарные процессы диффузии, фильтрации и
др. Теоретическое исследование, а также различные
постановки задач оптимального управления, описы-
ваемых параболическими уравнениями, проведено в
[5, 11].
Каждый из перечисленных методов обладает рядом
достоинств и недостатков. К основным недостаткам
сеточных методов, например, следует отнести то, что
решение задачи получается в виде массива чисел,
дающих значение температуры только в отдельных
точках расчетной области. Поэтому более эффектив-
ным представляется использование методов, осно-
ванных на представлении решения в виде непрерыв-
ной функции – линейной комбинации некоторых ба-
зисных функций.
Цели и задачи исследования. Целью настоящего ис-
следования является разработка математических ме-
тодов оптимального управления конечным темпера-
турным состоянием однородного стержня за счет
управления температурным режимом на его концах.
Для достижения поставленной цели необходимо ре-
шить следующие задачи:
- сформулировать соответствующую целям работы
задачу оптимального управления процессом тепло-
проводности в однородном стержне;
- используя метод Фурье, получить решение задачи
теплопроводности в однородном стержне с теплоизо-
лированной боковой поверхностью (без внутренних
источников тепла) при заданных краевых и начальном
условиях;
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- рассмотреть различные способы задания управляю-
щих воздействий (в виде отрезка ряда Фурье и в виде
кубического сплайна);
- провести вычислительные эксперименты для разных
параметров процесса оптимального управления ко-
нечным температурным состоянием однородного стер-
жня.
1. Постановка задачи

Имеется однородный стержень Lx0 ≤≤  с теплоизо-
лированной боковой поверхностью (внутренние ис-
точники тепла отсутствуют) и с заданным температур-
ным режимом на его концах. Через )t,x(uu =  обозна-
чим температуру стержня в точке x в момент времени
t. Пусть )x(u 0t ϕ== , Lx0 ≤≤  – распределение тем-
пературы в стержне в начальный момент времени t=0.
Требуется, управляя температурным режимом на кон-
цах стержня, к заданному моменту времени 0T >
распределение температуры в стержне сделать как
можно более близким к заданному распределению
температур )x(y , Lx0 ≤≤ .

Формальная постановка задачи оптимального управ-
ления конечным температурным состоянием стержня
имеет вид: минимизировать функционал
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где 2a , L , 1α , 2α , 1β , 2β  – заданные положительные
константы, )x(ϕ  – заданная функция из )L,0(L2 .

В уравнении (2) 
c

ka2

ρ
=  – коэффициент температу-

ропроводности материала стержня; ρ  – плотность
материала; c  – удельная массовая теплоемкость; k –
коэффициент теплопроводности стержня.

Предполагается, что ))t(),t(( 21 µµ=µ  – управление,
принадлежащее множеству
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Возможны также и другие ограничения, накладывае-
мые на управление µ  [1, 11].

Исследование разрешимости задачи (1)-(6) прово-
дится аналогично схеме, приведенной в [4].
2. Построение оптимального управления
Сначала получим решение задачи (2)-(5) методом
Фурье. Сделаем замену
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Функция )t,x(w  выбрана так, чтобы удовлетворять
неоднородным краевым условиям (4)-(5).

Тогда для функции )t,x(v  получим начально-крае-
вую задачу с однородными краевыми условиями:
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Собственные значения задачи (9)-(12) есть [7]
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а соответствующие им собственные функции )x(nΦ
имеют вид [7]:
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Тогда решение задачи (9)-(12) будем искать в виде
ряда:
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Подставив ряд (16) в уравнение (9) и начальное
условие (10), получим, что функции )t(Tn , ...,2,1n = ,
являются решением задач Коши
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С учетом (8), (16) и (19) решение задачи (2)-(5) имеет
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Таким образом, задача оптимального управления ко-
нечным температурным режимом нагревания одно-
родного стержня (1)-(6) сводится к задаче оптимиза-
ции:
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Задачу оптимизации (28) нужно дополнить ограниче-
ниями на управление (6) или другими [1, 11].
3. Вычислительный эксперимент
Для проведения вычислительных экспериментов в
задаче (1)-(6) при разных значениях m  были выбраны
следующие значения параметров: 1L = , 1a = , 1T = .
Начальное значение температуры в стержне 0)x( =ϕ .
Функция )t(1µ  считается заданной, поэтому управле-
ние µ  заключается в определении функции )t(2µ .

Управление )t(2µ  будем искать в виде отрезка ряда
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где

3 3 3
3

1B (z) (z 2) 4(z 1) 6(z)
4 + + +⎡= + − + + −⎣

3 34(z 1) (z 2)+ + ⎤− − + − ⎦ ,

f (z), f (z) 0,
(f (z))

0, f (z) 0,+
≥⎧

= ⎨ <⎩
  

T
m

τ = .

На управление )t(2µ  накладываются следующие ог-
раничения:

0)0(2 =µ ,

10)t(0 2 ≤µ≤ , ]T,0(t∈ .

Случай 1. Пусть левый конец стержня поддерживает-
ся при температуре окружающей среды, равной 0, а
управление заключается в задании при ]T,0(t∈  тем-
пературного режима на правом конце стержня. Этот
случай соответствует следующим значениям пара-
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метров в краевых условиях (4)-(5): 01 =α , 11 =β ,
02 =α , 12 =β . Функция )t(1µ  известна: 0)t(1 =µ .

В этом случае собственные значения 
2

n L
n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=λ ,

,...2,1n = , а собственные функции 
L
nxsin)x(n
π=Φ ,

,...2,1n = .

На рис. 1 приведен график функции )t(2µ  оптималь-
ного управления нагревом правого конца стержня
вида (29) для 5m = , а на рис. 2 – соответствующий
этому случаю модуль разности желаемой x)x(y =  и
фактической )T,x(u  температур в конечный момент
времени 1T = . При этом

4
)L,0(L 100,18 )x(y)T,x(u

2

−⋅=− .
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Рис. 1.
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Рис. 2.

На рис. 3 приведен график функции )t(2µ  оптималь-
ного управления нагревом правого конца стержня
вида (30) для 10m = , а на рис. 4 – соответствующий
этому случаю модуль разности желаемой x)x(y =  и
фактической )T,x(u  температур в конечный момент
времени 1T = . При этом

4
)L,0(L 1013,0)x(y)T,x(u

2

−⋅=− .
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Рис. 3.
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Рис. 4.

Случай 2. Пусть левый конец стержня теплоизолиро-
ван, а управление заключается в задании при ]T,0(t∈
теплового потока на правом конце. Этот случай соот-
ветствует следующим значениям параметров в крае-
вых условиях (4)-(5): 11 =α , 01 =β , 12 =α , 02 =β .
Функция )t(1µ  известна: 0)t(1 =µ .

В этом случае собственные значения 00 =λ ,
2

n L
n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=λ , ,...2,1n = , а собственные функции

1)x(0 =Φ , 
L
nxcos)x(n
π=Φ , ,...2,1n = .

На рис. 5 приведен график функции )t(2µ  оптималь-
ного управления тепловым потоком на правом конце
стержня вида (29) для 5m = , а на рис. 6 – соответству-
ющий этому случаю модуль разности желаемой

x)x(y =  и фактической )T,x(u  температур в конеч-
ный момент времени 1T = . При этом

1
)L,0(L 100,57 )x(y)T,x(u

2

−⋅=− .
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Рис. 5.
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Рис. 6.

На рис. 7 приведен график функции )t(2µ  оптималь-
ного управления тепловым потоком на правом конце
стержня вида (30) для 10m = , а на рис. 8 – соответ-
ствующий этому случаю модуль разности желаемой

x)x(y =  и фактической )T,x(u  температур в конеч-
ный момент времени 1T = . При этом

1
)L,0(L 1048,0)x(y)T,x(u
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Рис. 7.
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Рис. 8.

Случай 3. Считаем, что на левом конце стержня
происходит конвективный теплообмен с окружаю-
щей средой по закону Ньютона (температура окружа-
ющей среды равна 0), а управление заключается в
задании при ]T,0(t∈  температурного режима на пра-
вом конце стержня. Этот случай соответствует следу-
ющим значениям параметров в краевых условиях (4)-
(5): 11 =α , 11 =β , 02 =α , 12 =β . Функция )t(1µ
известна: 0)t(1 =µ .

В этом случае собственное значение nλ , ,...2,1n = ,
определяется как n -й положительный корень уравне-

ния 
1

1Ltg
β
λα−=λ , а собственные функции

( )Lxsin)x( nn −λ=Φ , ,...2,1n = .

На рис. 9 приведен график функции )t(2µ  оптималь-
ного управления нагревом правого конца стержня
вида (29) для 5m = , а на рис. 10 – соответствующий
этому случаю модуль разности желаемой x)x(y =  и
фактической )T,x(u  температур в конечный момент
времени 1T = . При этом

1
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2
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Рис. 9.
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Рис. 10.

На рис. 11 приведен график функции )t(2µ  оптималь-
ного управления нагревом правого конца стержня
вида (30) для 10m = , а на рис. 12 – соответствующий
этому случаю модуль разности желаемой x)x(y =  и
фактической )T,x(u  температур в конечный момент
времени 1T = . При этом

1
)L,0(L 1038,0)x(y)T,x(u

2

−⋅=− .
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Рис. 11.
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Рис. 12.

Выводы
Предложен метод построения оптимального управле-
ния конечным температурным состоянием однород-
ного стержня. Предложено аппроксимировать управ-
ляющие функции отрезком ряда Фурье и кубическим
сплайном. Проведены вычислительные эксперимен-
ты для различных температурных режимов, поддер-
живаемых на концах стержня. Видно, что при исполь-
зовании различных типов аппроксимации сохраняет-
ся структура оптимального управления нагревом стер-
жня )t(2µ . Предложенный метод отличается от изве-
стных методов тем, что начально-краевая задача для
температуры решается аналитически и оптимальное
управление также ищется в аналитическом виде. По-
лученные результаты могут быть использованы при
расчете оптимальных программ управления темпера-
турным режимом в производственных технических
процессах. Выбор типа аппроксимации управляюще-
го воздействия определяется техническими возмож-
ностями производственного процесса. В этом состоит
научная новизна и практическая значимость получен-
ных результатов.
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