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Количественным аспектам роста орга-
низмов посвящено множество публикаций 
[1 – 12]. В своих работах исследователи ис-
пользуют различные подходы, стремясь 
либо выявить общие закономерности, при-
сущие всем живым организмам, либо учесть 
специфические черты отдельных групп ор-
ганизмов [13, 14]. Хотя в этом направлении 
сделаны немалые успехи, вопрос количе-
ственного описания процессов роста остаёт-
ся по-прежнему открытым.

Рост любых организмов является слож-
ным и многоступенчатым процессом, вклю-
чающим тысячи биохимических реакций, 
при моделировании вклад каждой реакции 
учесть не представляется возможным. Поэ-
тому в теоретических и практических иссле-
дованиях ограничиваются лишь небольшим 
числом параметров, которые, по мнению ис-
следователя, наиболее полно характеризуют 

УДК 579:582.26/.27:581.57

Ð. Ã. ÃÅÂÎÐÃÈÇÐ. Ã. ÃÅÂÎÐÃÈÇ - ê.á.í., ñò. íàó÷í. ñîòðóäíèê

Èíñòèòóò áèîëîãèè þæíûõ ìîðåé èì. À. Î. Êîâàëåâñêîãî Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê 
Óêðàèíû, ã. Ñåâàñòîïîëü, Óêðàèíà

À. Ñ. ËÅËÅÊÎÂÀ. Ñ. ËÅËÅÊÎÂ - ê.á.í., íàó÷í. ñîòðóäíèê

Èíñòèòóò áèîëîãèè þæíûõ ìîðåé èì. À. Î. Êîâàëåâñêîãî Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê 
Óêðàèíû, ã. Ñåâàñòîïîëü, Óêðàèíà

Î. Í. ÊÎÐÎËÜÎ. Í. ÊÎÐÎËÜ - ñîèñêàòåëü

Èíñòèòóò áèîëîãèè þæíûõ ìîðåé èì. À. Î. Êîâàëåâñêîãî Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê 
Óêðàèíû, ã. Ñåâàñòîïîëü, Óêðàèíà

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ РОСТА МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ РОСТА 
ПОПУЛЯЦИИ МИКРООРГАНИЗМОВ ПОПУЛЯЦИИ МИКРООРГАНИЗМОВ 

В НАКОПИТЕЛЬНОЙ КУЛЬТУРЕ. В НАКОПИТЕЛЬНОЙ КУЛЬТУРЕ. 
ЗАКРЫТАЯ СИСТЕМАЗАКРЫТАЯ СИСТЕМА

На основе простейших физиологических представлений о субстратзависимого роста микроорганизмов 
проведен анализ применимости математических моделей для описания динамики плотности 
накопительной культуры. Показано, что существующие математические модели применимы только 
для описания участка накопительной кривой. При исследовании роста микроорганизмов в накопительной 
культуре следует учитывать, является ли культура непроточной, или непропорционально проточной 
по лимитирующему субстрату.
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моделируемый объект или явление. Напри-
мер, при моделировании роста микроорга-
низмов в культуре среди множества параме-
тров наиболее широко используются такие 
количественные характеристики как плот-
ность культуры, скорость роста, удельная 
скорость, экономический коэффициент и пр.

При моделировании процессов взаимо-
действия популяции с окружающей средой 
в экологии и биотехнологии широко исполь-
зуют метод накопительных и проточных 
культур [8, 15 – 17], причём особый интерес 
представляют культуры микроорганизмов 
на жидких средах. Главным достоинством 
культур микроорганнизмов как модельного 
объекта являются высокая скорость деления 
клеток, малые размеры, кроме того, появля-
ется возможность воспроизводимости экс-
периментальных результатов за малые про-
межутки времени.
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При исследовании динамики роста попу-
ляции микроорганизмов посредством мате-
матического моделирования особый интерес 
представляет построение динамических ма-
тематических моделей, позволяющих объяс-
нить и прогнозировать рост культур во всех 
фазах своего развития [18]. Как и при моде-
лировании любых биологических процессов, 
при построении динамических моделей ро-
ста популяции используются два взаимодо-
полняющих подхода: первый – параметри-
зация процесса путём введения некоторых 
эмпирических связей, второй – построение 
моделей на основе известных представле-
ний о физиологических механизмах роста 
популяции и размножения организмов. В 
первом случае основным требованием явля-
ется адекватное описание (с заданной точ-
ностью) экспериментальных данных, при 
этом такие модели имеют узкий круг при-
менимости. Следует отметить, что такие мо-
дели имеют небольшую прогностическую 
ценность, но этап эмпирического моделиро-
вания исключительно важен как формали-
зация подхода в целом. Введение новых по-
нятий и определений на этом этапе служит 
основой для дальнейшего, более детального 
исследования процессов роста. Во втором 
случае, напротив, модели отражают неко-
торые закономерности, присущие объекту 
исследования, при этом входящим параме-
трам моделей стремятся придать определён-
ный биологический смысл. С теоретической 
и практической точки зрения наибольший 
интерес представляет второй класс моделей 
(качественные модели), поскольку они дают 
новые фундаментальные представления и 
знания о процессах роста, а также обладают 
большей прогностической ценностью.

При построении качественных моделей в 
значительной мере упрощает процесс моде-
лирования использование ранее сформули-
рованных общебиологических принципов. К 
таковым относятся: конструктивный прин-
цип Ж. Либиха [19]; принцип Ф. Блэкмана 
о лимитирующих факторах [20]; принцип 
узкого места метаболизма, сформулирован-
ный Ж. Моно [21, 22] и др. Также для упро-
щения моделей в математической биофизике 
популяций обычно используется ряд допу-

щений. К примеру: 1) в большинстве работ 
предполагается неизменность внешних усло-
вий; 2) число особей в популяции считается 
непрерывной величиной и флуктуациями 
численности пренебрегают, изучая динамику 
только средних значений; 3) при исследова-
нии микробных популяций в культуре дела-
ется допущение об идеальном перемешива-
нии; 4) часто используется предположение о 
неизменности возрастной структуры популя-
ции и т. д. Опираясь на данные допущения и 
используя вышеупомянутые принципы, уда-
ётся избежать громоздких математических 
описаний, и модели становятся доступны 
широкому кругу исследователей различных 
специальностей.

При построении моделей динамики роста 
накопительной культуры микроорганизмов 
используются три основных подхода: 

1. Исследователи объясняют форму нако-
пительной кривой влиянием единственного 
лимитирующего субстрата [22 – 24]. Напри-
мер, модель Моно основана на ограничении 
роста одним из биогенных элементов, мо-
дель Белянина основана на предположении, 
что рост платимоноса в накопительной куль-
туре ограничен только световыми условия-
ми. Такие модели достаточно точно описы-
вают некоторые экспериментальные кривые, 
однако, в тех случаях, когда в процессе роста 
культур происходит смена лимитирующих 
факторов применение указанных моделей 
ограничено. Таким образом использование 
данных моделей допустимо только на участ-
ке накопительной кривой, где рост культуры 
лимитирован единственным фактором.

2. Одним из способов учёта смены лимитиру-
ющих факторов является условное разбиение 
кривой на фазы роста. В микробиологии такой 
подход является традиционным, но только в 
работе [25] было предложено описать каждую 
фазу роста отдельным уравнением. Хотя такой 
подход получил продолжение [26], но он не по-
зволяет объяснить причины изменения фор-
мы накопительной кривой при смене лими-
тирующих факторов. Следует также отметить, 
что для выбора границ фаз роста нет никаких 
формальных критериев, и исследователи осу-
ществляют свой выбор субъективно.
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3. Построение полуэмпирических моделей, 
которые позволяют описать эксперимен-
тальные данные, но не объясняют причины 
изменения формы накопительной кривой 
[27, 28]. Например, модель Найдёнова [3] ос-
новывается на предположении, что скорость 
роста пропорциональна разнице между мак-
симальной (Bm) и текущей плотностью куль-
туры (В). В интегральной форме модель име-
ет вид: 

 
где α – постоянный коэффициент. 

Очевидно, что предложенным уравнением 
можно описать только часть накопительной 
кривой при переходе от экспоненциальной 
фазы к фазе замедления роста. В дальнейшем 
[3] было показано, что разность максималь-
ной и текущей плотности не является ин-
тенсивным параметром, поэтому его нельзя 
считать движущей силой роста. Следова-
тельно можно сказать, что модель Найденова 
является полуэмпирической и не объясняет 
причины изменения формы накопительной 
кривой роста культуры микроорганизмов.

ЦЕЛЬ РАБОТЫ 
Используя физиологические представле-

ния о субстратзависимом росте, провести 
анализ применимости динамических моде-
лей для описания роста накопительной куль-
туры микроорганизмов.

ТЕРМИНЫ И ПОНЯТИЯ
Рост культуры микроорганизмов всегда 

ограничен либо внешними условиями сре-
ды, либо индивидуальными особенностями 
организма, которые определяются генетикой 
вида, либо особенностями популяции, учи-
тывающие взаимодействие между особями 
[29]. На скорость роста культуры оказыва-
ют влияние многие факторы: температура, 
рН среды, концентрация продуктов жизне-
деятельности клеток и т. д. Среди множе-
ства факторов среды, лимитирующих рост 
культуры, в соответствии с конструктив-
ным принципом Либиха, можно выделить 
три основных: 1) концентрация биогенных 
элементов питательной среды; 2) поток суб-
страта в газовой форме, например, кислород 
для хемотрофов или углекислота, как основ-

  
- t

mB(t)= B 1- e ,

ной источник углерода при фотосинтезе для 
фототрофов; 3) если объектом исследования 
являются микроводоросли, то также следует 
учитывать влияние света как энергетиче-
ского субстрата. Взаимное влияние и смена 
упомянутых факторов определяют форму 
накопительной кривой, которая является 
ключевой характеристикой при построении 
динамических моделей. Верно и обратное ут-
верждение – по форме накопительной кри-
вой можно судить о лимитирующих рост 
факторах, последовательности их действия.

В литературе термин накопительная кривая 
является общепринятым. Обычно под этим 
термином понимается графическое отобра-
жение динамики плотности накопительной 
культуры. Термин накопительная культура 
также широко используется в современной 
биологической литературе. Но, несмотря на 
широкое употребление этого термина, на 
сегодняшний день у него нет четкого опре-
деления. Обычно под термином накопи-
тельная культура понимается накопление 
биомассы микроорганизмов в отсутствие 
протока (добавления) питательной среды, т. 
е. термодинамически закрытая (замкнутая) 
система [30]. При этом часто не учитывается 
тот факт, что в культуру поступает субстрат 
в газовой форме, и по сути культивирование 
является непропорционально-проточным 
по данному типу субстрата. Например, при 
культивировании микроводорослей в каче-
стве источника углерода используют CO2, 
который непрерывно подаётся в культива-
тор в виде газовоздушной смеси. В таких 
условиях культура по углероду является не-
пропорционально-проточной, открытой си-
стемой. Аналогичная ситуация наблюдается 
для культур азотфиксирующих фототрофов, 
когда в качестве источника азота использу-
ется атмосферный азот. Особую роль для 
фототрофов, как энергетический субстрат, 
играет свет, который подаётся в культуру 
непрерывно, поэтому культура фототрофов 
также является непропорционально-про-
точной по энергетическому субстрату.

На основании вышесказанного следует, 
что устоявшийся термин «накопительная 
культура» по сути объединяет два понятия: 
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непроточная и непропорционально-проточ-
ная культура.

Обычно накопительная культура прохо-
дит несколько фаз роста: лаг-фаза, лог-фаза, 
линейная фаза, фаза замедления роста, ста-
ционарная и фаза отмирания, которые обу-
словлены сменой лимитирующих факторов. 
Важным является то, что при смене лимити-
рующих факторов в различных фазах роста 
накопительная культура может быть непро-
точной или непропорционально-проточной. 
Форма накопительной кривой будет опреде-
ляться числом фаз роста, типом лимитиру-
ющего субстрата в каждой фазе и способом 
его подачи в культуру. Следует отметить, что 
в тех случаях, когда рост культуры лимити-
рован биогенным элементом, находящимся 
в питательной среде в ограниченном коли-
честве, и с течением роста концентрация ли-
митирующего биогенного элемента в среде 
уменьшается (не добавляется извне), в таком 
случае накопительная культура является не-
проточной. Если рост культуры лимитиро-
ван биогенным элементом, который непре-
рывно подается в культуру, в таком случае 
накопительная культура является непропор-
ционально-проточной по данному лимити-
рующему субстрату.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ПЛОТ-
НОСТИ НАКОПИТЕЛЬНОЙ КУЛЬТУРЫ 

Рассмотрим группу качественных моделей 
накопительной культуры микроорганизмов, 
основанных на вышеуказанных принципах и 
допущениях. Важным является тот факт, что 
модели могут быть выражены в элементар-
ных функциях, причём параметры моделей 
имеют строгий биологический смысл.

Фундаментальным признаком живых си-
стем является способность к самовоспро-
изведению. Живые организмы способны к 
увеличению своей биомассы (размножению) 
только при определённых физиологических 
и физико-химических условиях. Количе-
ственной характеристикой воспроизводства 
популяции микроорганизмов является ско-
рость роста числа клеток или продуктив-
ность. Поскольку в процессе деления живые 
клетки способны к производству новых кле-
ток, величина скорости роста числа клеток 

будет прямопропорциональна их количе-
ству, а продуктивность – биомассе: 

 
где N – число клеток, B – биомасса.

Опираясь на это положение, можно полу-
чить закон экспоненциального роста попу-
ляции, который впервые сформулировал 
Т. Мальтус в работе [31]. Математическая за-
пись этого закона имеет вид: 
      (1)
где B0 – биомасса в начальный момент вре-
мени t = 0; μ – постоянный коэффициент, 
биологический смысл которого отражает 
меру самовоспроизводства популяции. Этот 
коэффициент является удобным критерием 
сравнения скоростей роста культуры микро-
организмов разной плотности в различных 
условиях. В литературе этот коэффициент 
называется относительной или удельной 
скоростью роста [32].

Запись закона Мальтуса в экспоненци-
альной форме (1) является наиболее рас-
пространённой. Однако для тех случаев, 
когда популяцию рассматривают как сово-
купность отдельных клеток, которые син-
хронно делятся, тогда зависимость числен-
ности клеток от времени записывается в 
показательной форме [29]:  

 
где α – число дочерних клеток, на которое де-
лится материнская клетка. 

Из выражения (1) следует, что при μ = const 
динамика плотности культуры подчинена 
закону экспоненциального роста. В таких 
случаях принято считать, что рост попу-
ляции не ограничен внешними условиями, 
ограничение скорости роста проявляется 
только на уровне организации узкого места 
метаболизма потоком энергетического суб-
страта, необходимого для биосинтеза [33, 
34]. Например, у фототрофов величина по-
тока макроэргических соединений (АТФ) 
обусловлена световыми условиями, у гетеро-
трофов – потоком окисляемого или восста-
навливаемого субстрата, который использу-
ется для синтеза макроэргов. Следовательно, 
при изменении внешних условий, после про-

, dN dBN B,
dt dt

, t
0B(t)= B e

, t
0N(t)= N
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цессов адаптации, величина удельной скоро-
сти роста будет принимать новое значение.

Постоянство удельной скорости роста под-
разумевает постоянство всех относительных 
скоростей синтеза клеточных компонентов. 
В таком случае в экспоненциальной фазе ро-
ста биохимический состав биомассы оста-
ется неизменным. Следует отметить, что на 
начальных этапах накопительной культуры 
клетки адаптируются к новым условиям, т. е. 
происходит изменение биохимического со-
става. По определению, собственно экспо-
ненциальный рост начинается с момента 
окончания адаптации клеток к новым усло-
виям. На практике, в связи с наличием ошиб-
ки измерения плотности культуры, может 
наблюдаться так называемый «кажущийся» 
экспоненциальный рост, когда наблюдаемая 
удельная скорость роста постоянна, а био-
химический состав клеток изменяется. «Ка-
жущийся» экспоненциальный рост является 
заключительным этапом процессов адапта-
ции в лаг-фазе (рис. 1).

Рис. 1. Накопительная кривая, разделённая на фазы 
роста: 
1 – лаг-фаза, 2 – лог-фаза, 3 – фаза замедления, 4 – «кажущийся» 
экспоненциальный рост. На оси абсцисс стрелка указывает на 
облаcть неопределённости (см. пояснение в тексте). Пунктир-
ная линия – логистическая функция

Экспоненциальный рост наблюдается на 
небольших временных интервалах, либо во-
обще отсутствует [35]. Во многих работах 
несоответствие экспериментальных данных 

экспоненциальному росту авторы относят к 
ошибкам измерений и для повышения точ-
ности описания вводят поправочные коэф-
фициенты. Однако в большинстве случаев 
введение поправочных коэффициентов яв-
ляется чисто математическим приёмом и не 
отражает биологической сути процессов ро-
ста культуры [3].

Основываясь на представлениях о смене 
лимитирующих факторов и понятии ор-
ганизации узкого места метаболизма [36], 
можно утверждать, что отклонение от экспо-
ненциального роста обусловлено ограниче-
нием скорости роста внешними условиями. 
Если накопительная культура есть закрытая 
система, то лимитирующим фактором явля-
ется один из биогенных элементов, концен-
трация которого уменьшается с накоплени-
ем биомассы. Если накопительная культура 
есть непропорционально-проточная, откры-
тая система, то скорость роста определятся 
относительной скоростью протока лимити-
рующего биогенного элемента, например, 
количество CO2, подаваемого в культуру на 
единицу биомассы в единицу времени. Для 
фототрофов также в качестве лимитирую-
щего субстрата может выступать световой 
поток – с ростом плотности культуры вели-
чина средней пространственной облученно-
сти будет уменьшаться [23].

Рассмотрим случай лимитирования роста 
накопительной культуры в закрытой системе 
одним из биогенных элементов питательной 
среды. Известно, что для таких условий кри-
вая роста культуры имеет S-образную фор-
му и описывается логистической функцией 
[37]. Логистическая функция может быть 
получена из предположения о пропорцио-
нальности величины продуктивности про-
изведению текущей плотности B культуры и 
концентрации лимитирующего субстрата в 
околоклеточной среде S [38]: 

       
(2)

где k – константа пропорциональности, ко-
торая по сути является произведением энер-
гозависимого коэффициента ki и некоторого 
коэффициента связи ks текущей концентра-
ции субстрата и скорости роста. Следует 

ис 1 Накопительная кривая разделённая на фазы

  
dB k B S,
dt
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отметить, что ki для фототрофов является 
светозависимой величиной, поэтому при из-
менении световых условий константа k так-
же может изменяться.

Выражение (2) является дифференциаль-
ной формой записи динамики субстратзави-
симого роста популяции в закрытой системе. 
Чтобы его проинтегрировать, необходимо 
ввести связь текущего значения биомассы 
и концентрации субстрата. В работе Либиха 
[19] впервые введено представление о связи 
биомассы и количества поглощённого суб-
страта, которое в последствии было сфор-
мулировано как «конструктивный принцип 
Либиха». Количественно эту связь выража-
ют в виде экономического коэффициента 
прироста биомассы [8]. Величина отноше-
ния потреблённого клетками субстрата к 
приросту биомассы в литературе получила 
название потребности   биомассы в субстра-
те [39, 40]. 

; ( ).0
S 0 S 0

0

S - S
Y = S = S Y B - B

B - B
     (3)

Экономический коэффициент является об-
ратной величиной потребности в субстрате. 
С ростом плотности культуры за пределами 
экспоненциальной фазы роста YS является 
переменной величиной, которая зависит от 
потока лимитирующего субстрата в узкое 
место метаболизма, структурной организа-
ции клетки и пр. Для непрерывной культуры 
в стационарных условиях такая зависимость 
получена экспериментальным путём [41]. 
Для накопительной культуры зависимость 
величины потребности от концентрации ли-
митирующего субстрата неизвестна. Для не-
больших промежутков времени величину YS 
можно считать неизменной. Тогда запишем: 

     (4)

Решение данного уравнения с начальными 
условиями t = 0, B = B0 имеет вид: 

( )
.

   




 0 S 0

0 S 0

S +Y B k t0
S

0

S +Y B
B

SY + e
B

      (5)

В отличие от закона экспоненциального 

роста, последнее выражение имеет предел: 
при t → ∞ плотность культуры достигает сво-
его максимального значения Bm. 

.
 0 S 0 0

m 0
S S

S +Y B S
B + B

Y Y
     (6)

Подставляя значение Bm в (5), получаем 
кривую, носящую название «логистической 
функции» Ферхюлста-Пирля [37]. 

    (7)
Можно показать, что логистическая функ-

ция (7) имеет точку перегиба, в которой 
продуктивность максимальна. Действитель-
но, если продифференцировать уравнение 
(4) дважды, то значение третьей (нечёт-
ной)  производной не равно нулю: B̀ `̀ (tp ) = 
-2k∙Ys≠0.  Кроме того, важным является то, 
что в момент времени tp в этой точке плот-
ность культуры B(tp ) достигает половины 
максимального значения: 

.
       


 

 


S m S m

S m m

Y B k t Y B k t0 0
S

0 S 0

Y B B
B

S SY + e 1+ e
B Y B

, .

 
 
 
 
 

0

S 0 m
p p

S m

Sln
Y B B

t B(t )=
Y B k 2

Функция (7) характеризуется симметрич-
ностью относительно точки перегиба. Од-
нако на практике часто наблюдается несим-
метричность накопительной кривой (см. 
рис. 2), что в некоторых случаях можно объ-
яснить соотношением значений начальной 
концентрации субстрата и начальной плот-
ности культуры. Например, если коэффици-
ент, стоящий перед экспонентой в выраже-
нии (7), меньше единицы, то накопительная 
кривая не будет иметь точки перегиба [28]. 
Следовательно при таких условиях культура 
микроорганизмов будет находиться в фазе 
замедления роста.

В фазе замедления роста плотность куль-
туры близка к своему максимальному зна-
чению, а концентрация субстрата становит-
ся настолько мала, что в некоторый момент 
времени продуктивность становится неза-
висимой от плотности культуры: 

( ).     0 S 0 S
dB k B S +Y B Y B
dt



5/2013 ÐÈÁÍÅ ÃÎÑÏÎÄÀÐÑÒÂÎ ÓÊÐÀ¯ÍÈ12

ВОДНІ БІОРЕСУРСИ ТА ЇХ ВІДТВОРЕННЯВОДНІ БІОРЕСУРСИ ТА ЇХ ВІДТВОРЕННЯ

 S
dB k S
dt

или, учитывая выражение (3), 

  
 ,

     

    

S H S H

S H S S H

dB k S Y B B
dt

k S Y B+Y B
    (8)

где kS – константа пропорциональности; SН, 
ВН – начальные значения концентрации суб-
страта и биомассы в среде в момент времени, 
когда скорость роста становится не пропор-
циональна плотности культуры.

Впервые экспериментально пропорцио-
нальность продуктивности концентрации 
субстрата подтверждена при исследовании 
фотосинтеза в работе Блэкмана [20]. Сле-
дует отметить, что в данном случае анало-
гично конструктивному принципу Либиха 
скорость определяется потоком лимитиру-
ющего субстрата, т. е. находящегося в мини-
муме.

Решение последнего уравнения имеет вид: 

     (9)

При t → ∞, плотность культуры стремится к 
своему максимальному значению B → Bm:  

 ( .       S S ik Y t t )H
H

S

S
B B 1 e

Y

.  H
m H

S

S
B B

Y
Выражение для Bm аналогично выраже-

нию (6) при анализе логистической кривой. 
Анализ выражения (9) показывает, что дан-
ная функция монотонно возрастает, асим-
птотически приближаясь к Bm, и в отличие 
от логистической кривой не имеет точки 
перегиба.

В итоге для описания динамики биомассы в 
накопительной культуре в закрытой системе 
может использоваться несколько моделей. 
В данной работе предложены модели, кото-
рые применимы для описания только части 
накопительной кривой (одной из фаз роста) 
в закрытой системе. Даже логистическая 
функция, которую формально можно ис-
пользовать для описания всей накопитель-
ной кривой в закрытой системе (рис. 2А), в 

Рис. 2. Ассиметричная накопительная кривая 
роста спирулины. А – аппроксимация экспери-
ментальных данных логистической функцией 
(7). В –  аппроксимация экспериментальных дан-
ных экспонентой (1) и (9). Пунктирная линия указыва-
ет на точку перегиба и сопряжения экспоненты с выражением 
(9) (см. рис. 1)

2 А

связи с непостоянством биохимического 
состава клеток не применима для описания 
всей S-образной кривой, поскольку при вы-
воде уравнения (7) сделано допущение о по-
стоянстве величины YS потребности клеток 
в субстрате, т. е. неизменности биохимиче-
ского состава клеток. Но такое допущение 
верно только для условий нелимитирован-
ного роста. 

Оперируя понятиями биомассы, концен-
трацией лимитирующего субстрата и его 
потребностью для закрытой системы, по-
видимому, невозможно предложить модель, 
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посредством которой можно описать всю 
накопительную кривую. Для построения та-
кой модели необходимо введение новых па-
раметров, которые учитывают современные 
представления об организации узкого места 
метаболизма, о потоках лимитирующего суб-
страта в узкое место метаболизма и т. д. [36].

На современном этапе теория субстратза-
висимого роста микроорганизмов в культуре 
достаточно глубоко разработана для стацио-
нарных условий в проточной культуре [22, 36, 
41, 42]. Для условий накопительной культуры 
в закрытой системе модели практически от-
сутствуют, что связано с трудностями мате-
матического описания динамических про-
цессов и получением решений, выраженных 
в элементарных функциях. В данной работе 
сделана попытка описания накопительной 
кривой моделями, которые основаны на про-
стейших представлениях. Хотя полученные 
модели не позволяют описать всю накопи-
тельную кривую, при её разбиении на участ-
ки – фазы роста – применение указанных мо-
делей допустимо с точностью, определяемой 
ошибкой измерения переменных.

Недостатком существующих динамиче-
ских моделей, в том числе приведённых в 
данной работе, является предположение о 
неизменности биохимического состава кле-
ток во всех фазах роста накопительной куль-
туры. Экспериментально показано, что в 
связи с лимитированием роста субстратом 
в фазе замедления потребность может изме-
няться, причём эти изменения обусловлены, 
изменением биохимического состава клеток 
[43]. Поэтому для повышения точности опи-
сания необходимо в приведённых моделях 
учесть зависимость между потребностью и 
лимитирующим субстратом. Такую зависи-
мость для заданных внешних условий можно 
получить либо экспериментально, либо тео-
ретически путём введения новых понятий 
о внутриклеточном содержании субстрата, 
о ёмкости субстратного депо и т. д. [36, 41]. 
Приведённые в данной работе модели не 
учитывают снижение скорости роста за счёт 
потерь биомассы – совокупности процессов, 
приводящих к уменьшению плотности куль-
туры. В частности, потери биомассы могут 

происходить из-за гибели клеток, потерь 
клеточных структур при делении клеток, 
процессов темнового дыхания, выделения 
экзометаболитов и т. д. Можно показать, что 
для закрытой системы введение дополни-
тельных параметров учёта потерь биомассы 
приведёт к изменению смысла коэффициен-
тов моделей, но принципиально не изменит 
форму кривой. Поэтому в данной работе при 
описании динамики накопительной культу-
ры потери биомассы не учитывались. Кроме 
того, экспериментально [44] и теоретически 
[40] показано, что потери биомассы приво-
дят не только к снижению скорости роста, 
но и к изменению концентрации субстрата 
в питательной среде. С одной стороны, кон-
центрация субстрата в среде уменьшается за 
счёт процессов ассимиляции биомассой для 
биосинтеза, с другой стороны, потери био-
массы приводят к возврату субстрата в сре-
ду. Возврат субстрата играет ключевую роль 
в стационарной фазе роста, где наблюдаются 
колебания плотности культуры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На сегодняшний день большинство суще-

ствующих динамических моделей разрабо-
тано именно для условий закрытой системы, 
когда концентрация лимитирующего суб-
страта убывает с ростом плотности культу-
ры. В данной работе сделана попытка оце-
нить применимость существующих моделей 
для описания накопительной культуры в за-
крытой системе. В работе не анализируются 
малоизученные участки накопительной кри-
вой, к которым относятся лаг-фаза, стацио-
нарная фаза и фаза отмирания. Моделиро-
вание процессов роста в закрытой системе, 
происходящих в этих фазах, является от-
дельной темой для исследований.

Для корректного описания динамики 
плотности культуры микроорганизмов не-
обходимо учитывать способ подачи лими-
тирующего субстрата в культуру, а также 
моменты смены лимитирующих факторов 
на накопительной кривой. Если накопитель-
ная кривая имеет точку перегиба, то кривую 
следует разбить на два участка: фаза уско-
рения роста и фаза замедления роста. В за-
крытой системе для описания фазы ускоре-
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ния роста используется экспоненциальная 
зависимость (1). Однако в связи с наличием 
ошибки измерения на практике данная фаза 
может быть описана также и логистической 
функцией (7), поскольку при малых значе-
ниях аргумента логистическая функция пре-
образовывается в закон экспоненциального 
роста Мальтуса [3], т. е. при выборе функции 
для описания фазы ускорения роста возни-
кает неопределённость (см. рис. 1). В тех слу-
чаях, когда отклонение экспериментальных 
данных от экспоненциального закона роста 
превышает ошибку измерения, тогда в фазе 
ускоренного роста следует считать, что ди-
намика плотности культуры подчинена ло-
гистической функции.

В точке перегиба накопительной кривой 
продуктивность культуры достигает своего 
максимального значения. Затем продуктив-
ность начинает снижаться, т. е. культура 
переходит в фазу замедления роста. Сниже-
ние продуктивности обусловлено исчерпа-
нием лимитирующего субстрата из среды. 
По аналогии с фазой ускорения роста после 
точки перегиба динамику плотности культу-
ры в пределах величины ошибки измерения 
можно описать либо логистической функ-
цией, либо функцией (9). При определённых 
внешних условиях на накопительной кри-
вой может отсутствовать экспоненциальная 
фаза роста, что свидетельствует о лимити-
ровании роста с начального момента време-
ни, т. е. с этого момента времени начинается 
фаза замедления роста, которая описывается 
уравнением (9).

На практике на накопительной кривой ис-
следователи часто выделяют линейную фазу 
роста [25, 26]. В таком случае накопительную 
кривую делят минимум на три фазы роста: 
лог-фазу, линейную фазу и фазу замедления. 
На рис. 1 представлена типичная накопи-
тельная кривая, на которой можно выде-
лить линейный участок в окрестности точки 
перегиба. Его границы будут определяться 
точностью измерений плотности культуры. 
С точки зрения используемого в данной ра-
боте подхода выделение линейной фазы не-
обоснованно.
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СТАТЬЯ ПОСТУПИЛА В РЕДАКЦИЮ 18.09.2013 г.

Р. Г. ГЕВОРГІЗ, О. С. ЛЕЛЕКОВ, О. М. КОРОЛЬ 
МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІКИ ЗРОСТАН-

НЯ ПОПУЛЯЦІЇ МІКРООРГАНІЗМІВ У 
НАКОПИЧУВАЛЬНІЙ КУЛЬТУРІ. ЗАКРИТА СИ-
СТЕМА

На основі найпростіших фізіологічних уявлень о 
субстратзалежному росту мікроорганізмів проведе-
но аналіз застосовності математичних моделей для 
опису динаміки щільності накопичувальної культури. 
Показано, що існуючі математичні моделі застосовні 
тільки для опису ділянки накопичувальної кривої. При 
дослідженні росту мікроорганізмів у накопичувальній 
культурі слід враховувати, чи є культура непроточ-
ною, або непропорційно-проточною по лімітуючому 
субстрату.

Ключовi слова: мікроводорості,  динамічні моделі, 
накопичувальна культура, лімітуючий субстрат.

R. G. GEVORGIZ, A. S. LELEKOV, O. N. KOROL
SIMULATION OF DYNAMICS OF GROWTH OF 

THE NUMBER OF MICROORGANISMS IN THE 
ACCUMULATION CULTURE. CLOSED SYSTEM

On the basis of elementary physiological notions about 
substrateзависимого growth of microorganisms analysis of 
the applicability of the mathematical models for description 
of the dynamics of the density of the accumulation of culture. 
It is shown that the mathematical models are applicable 
only to describe the plot cumulative curve. In the study of 
the growth of microorganisms in the accumulation culture 
should be considered is whether the culture stagnant, or 
disproportionately running on limiting substrate.

Keywords: microalgae, dynamic models, the cumulative 
culture, the limiting substrate.
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