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ДИСКРЕТИЗАЦИЯ ГРАНИЦЫ ТРЕХМЕРНЫХ МОДЕЛЕЙ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ, ЗАДАННЫХ С ПОМОЩЬЮ

R-ФУНКЦИЙ
В статье рассматривается актуальная проблема автоматизации конечно-элементного

разбиения поверхности геометрических объектов, заданных в виде неявных функций
В.Л. Рвачева. Описаны подходы, которые позволяют повысить качество элементов сетки,
полученной с использованием известных методов. Работа методов опирается на
минимизацию  отклонений между дифференциальными характеристиками
функционального описания и дискретного представления границы геометрических
объектов.
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ
Визуализация с применением вычислительной тех-

ники, определение напряженно-деформированного со-
стояния деталей и узлов механизмов с использованием
вычислительных методов (метод конечных элементов,
метод граничных элементов, метод конечных разностей)
требуют наличия методов формального описания ин-
женерных конструкций, а также их автоматического раз-
биения на конечные элементы определенной формы [1].
Одним из перспективных методов описания конструк-
ций или геометрических объектов является использова-
ние аналитических функций В. Л. Рвачева. Такое описа-
ние является весьма компактным и не имеет никаких те-
оритических ограничений для построения объектов
произвольной сложности.

Автоматизация разбиения поверхности геометричес-
кого объекта на конечные элементы, особенно в случае
ее функционального задания, – сложная и не имеющая
однозначного решения задача [2].

Таким образом, дискретизация границы геометри-
ческих объектов, заданных с использованием аналити-
ческих функций, является актуальной задачей, решение
которой весьма интересно с практической точки зрения.

АНАЛИЗ ПУБЛИКАЦИЙ
Построение сетки или триангуляция заданного набо-

ра точек на плоскости хорошо изучена [3–6]. Кроме ра-
бот, посвященных построению триангуляции, существует
ряд методов, направленных на автоматическую оптими-
зацию существующей триангуляции, которая основана
на изменении связей между узлами сетки, добавлении и
изменении положения узлов [7–10]. Большинство мето-
дов построения и оптимизации триангуляции разрабо-
тано для плоскости, но могут быть обобщены до про-
странственного случая [2].

Возможности и перспективы описания границы гео-
метрического объекта с использованием R-функций
представлены в работах научной школы академика
В.Л. Рвачева [11, 12].

Для построения дискретных геометрических моделей,
заданных в неявном виде, существует ряд  методов: ме-
тоды исчерпывания, методы продолжения, методы ре-
курсивного деления [13–15]. Анализ этих методов пока-
зывает, что задача имеет несколько решений, которые
хорошо работают в случае гладкой границы геометри-
ческого объекта. Основной проблемой, особенно в слу-
чае функционально заданной границы, является правиль-
ность расположения дискретных элементов в областях
имеющих геометрические особенности. Выявление осо-
бенностей и оптимизация сетки в таких областях может
качественно улучшить результаты вычислительных экс-
периментов и ощутимо повысить результаты компью-
терной визуализации.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Пусть x – произвольная точка в двухмерном или в

трехмерном пространстве и 0)( =xF  – уравнение, мно-
жество решений которого определяет поверхности гео-
метрического объекта. Следовательно, произвольный
геометрический объект Ω может быть определен в виде

}.0)(:{ ==Ω∂ xFx (1)

Основной трудностью практического применения
функционального подхода является сложность построе-
ния первоначального множества опорных узлов, лежа-
щих на границе или поверхности геометрического объек-
та, представленного в виде (1). Эта задача равносильна
поиску корней нелинейного уравнения 0)( =xF .

Набор точек на плоскости или поверхности, соеди-
ненных непересекающимися симплексами, образует
конечно-элементную сетку на основе треугольных эле-
ментов. Пусть },,...,,{ 120 −= nxxxP  3,2, =∈ dEx d

i  – на-
бор таких точек, тогда триангуляция М набора точек P,
состоящего из n элементов, является совокупностью трех
множеств:

– множество номеров  узлов  сетки
},...,,{ 120 −= nvvvV ;
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– множество ребер },,...,,{ 110 −= meeeE  где ),( lji vve =
упорядоченная пара  номеров  узлов,  такая что

VvVvvv ljlj ∈∈< ,, ;
– множество треугольников },...,,{ 110 −= ktttT , где

),,,( hgji vvvt =  – упорядоченная тройка несовпадающих
номеров узлов ,  такая что ),,min( hgjj vvvv =  и

),,(),,( ghjhgj vvvvvv ≠ .
Следовательно, дискретное представление на базе

треугольных элементов  для произвольного объекта Ω
может быть представлено объединением трех множеств

},,{)( TEVPM =  . (2)

ДИСКРЕТИЗАЦИИ ГРАНЦЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ
ОБЪЕКТОВ

Пусть MC  – оператор получения конечно-элемент-
ной сетки на основе метода марширующих кубов [13,
14], тогда сетка в виде (2) для геометрического объекта

Ω∂ , заданного в виде (1), будет иметь вид

),,( vCMCM εΔ= (3)

где CΔ  – линейный размер шаблона, который должен
быть меньше любой геометрической особенности гео-
метрического объекта Ω∂ ; vε  – точность поиска узлов
на поверхности Ω∂ .

Конечно-элементную сетку в виде (3) можно с успе-
хом использовать для предварительной визуализации
трехмерных геометрических объектов (рис. 1), однако
можно выделить ряд недостатков такой сетки:

– наблюдается потеря участков границы, которые
соответствуют геометрическим особенностям (изломы,
углы, пики) (рис. 1, в);

– элементы сетки обладают плохой формой (много
«тонких» и «вытянутых» элементов) (рис. 1, б);

– отсутствуют зависимость густоты сетки от кривиз-
ны поверхности.

Для улучшения сетки можно применять методы, ос-
нованные на приведении в соответствие нормалей эле-
ментов сетки и нормалей к границе геометрического
объекта, а также локальные преобразование самих эле-
ментов сетки.

Рис. 1. Конечно-элементная сетка геометрического объекта
а) б) в)

Так отклонение между нормалью треугольника t  сет-
ки и нормалью к границе Ω∂  в центре данного треу-
гольника имеет вид

( ) ,)()(1

,
||)(||

)()(

2tmtn

cF
cFtm

⋅−=ε

Δ
Δ

=

(4)

где c – центр тяжести треугольника t ; )(tn  – нормаль к
треугольнику t .

Тогда среднеквадратичное отклонение для всех треу-
гольников сетки можно записать в виде

( )( )∑∑ ∈
∈

⋅−=ε
Tt

Tt

n tmtntA
tA

2)()(1)(
)(

1
,  (5)

где )(tA – площадь треугольника t .
Если значение оценки (5) больше определенной ве-

личины, то положение узлов сетки, расположенных на
поверхности геометрического объекта, необходимо скор-
ректировать на величину

( )[ ] ,)()()(
)(

1

)(
)(

∑∑ Β∈
Β∈

⋅⋅=Δ
pt

pt

tmtmpctA
tA

p (6)

где pc  – вектор от узла к центру тяжести треугольника;
)( pΒ  – множество треугольников, которым принадле-

жит узел p.
Таким образом, получим оператор преобразования

вида

.,:)( PppppPN ∈Δ+←′ (7)

Подобно оператору, который корректирует положение
узлов сетки, оценивая разность нормалей к элементам сет-
ки и к поверхности Ω∂ , можно использовать другой опе-
ратор коррекции, основанный на минимизации суммы
квадратов расстояний от узла до касательных плоскостей,
проведенных к соседним узлам двойственной сетки.
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Двойственной, как правило, называют сетку, образо-
ванную путем соединения всех узлов, полученных про-
ецированием центров тяжести треугольников исходной
сетки на поверхность Ω∂  (рис. 2). Для каждого узла p
исходной сетки, двойственная сетки может быть получе-
на путем соединения некоторого множества )( pD  узлов
двойственной сетки, которые получены из центров тя-
жести смежных с узлом p  треугольников (рис. 2, б, г).
Следовательно, множество )( pD  имеет вид

( ){ },)(,:)( )( ptcprojxxpD t
tn Β∈== Ω∂

где )( pΒ  – множество смежных с узлом p треугольни-

ков; tc  – центр тяжести треугольника t ; )()(
t

tn cproj Ω∂  –
проекция tc  в направлении вектора нормали к треуголь-
нику )(tn  на поверхность Ω∂ .

Для каждого узла двойственной сетки можно постро-
ить касательную плоскость, уравнение которой имеет вид

,
)(
)()(
||pF||

pFpm
Δ
Δ

=

.0)()()( =−⋅= pxpmpl (8)

Пересечение полученных таким образом плоскостей
дает некоторую сетку, которая является касательной и в
некоторых случаях более качественно аппроксимирует
участки границы, в которых существуют геометричес-
кие особенности.

Расстояние от произвольной точки до плоскости мо-
жет быть получено путем подстановки ее координат в
уравнение плоскости вида (8). Следовательно, для произ-
вольного узла Px ∈  исходной сетки в виде (2) можно
определить среднеквадратическое отклонение от каса-
тельной сетки в следующем виде

( ) .)()()(
1

)(

2∑
−

∈
τ −⋅=ε

k

pDp
pxpmx (9)

Заранее определив пороговое значение среднеквад-
ратического отклонения вида (9), получим множество
узлов, положение которых необходимо скорректировать.
Для вычисления оптимального положения узла из опре-

Рис. 2. Сетка на основе треугольных элементов и двойственная к ней сетка

а) б) в)

деленного множества необходимо решить систему линей-
ных алгебраических уравнений третьего порядка в виде

.0)(
=

ετ
dx

xd
(10)

Таким образом, если ),,()( 321 xxxpx =  – решение
системы линейных алгебраических уравнений (10) для
узла сетки p, то можем получить новый оператор кор-
ректировки положения узлов сетки M  в виде

,,:)(1 PppppPN ∈Δ+←′ (11)

где ppxp −=Δ )( .
На практике оператор вида (11), как правило, за одну

итерацию определяет оптимальное положение узлов
сетки (рис. 3, а, б).

а)

б)
Рис. 3. Применение оператора корректировки узлов сетки
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В некоторых случаях оператор может выполнять оши-
бочную корректировку положения узлов, порождая, та-
ким образом, вырожденные элементы и геометричес-
кие особенности, которых нет на исходной поверхности

Ω∂ . Причиной таких ошибок, как правило, является пло-
хое качество аппроксимации конечных элементов исход-
ной сетки и накопительные вычислительные погрешно-
сти. Поэтому оператор вида (11) применяется не как са-
мостоятельное преобразование, а как один из этапов
комплекса преобразований, в который, помимо опера-
тора (7), могут входить такие операции как сгущение сет-
ки, удаление вырожденных элементов, проецирование и
сглаживание узлов.

Операцию сглаживания всех без исключения узлов
сетки M  можно использовать как процедуру подготов-
ки сетки для работы других операторов. Оператор сгла-
живания для всех узлов сетки может быть записан в сле-
дующем виде

PppuppPRall ∈Δ+←′ ),(:)( , (12)

где )( puΔ  – величина смещения узла, полученная на
основе сглаживания.

Если )( pB  – множество узлов смежных с p , а n – его
мощность, то смешение узла на основе сглаживания
Лапласа имеет вид

∑
∈

−=
)(

.1)(
pBq

pq
n

pU (13)

Для каждого узла сетки M , используя связи с сосед-
ними узлами, не сложно определить приближенные зна-
чения геометрических характеристик границы объекта,
такие как нормаль, касательная плоскость, параметры
кривизны. Таким образом, для каждого узла сетки мож-
но определить множество )(PC  в виде

( ){ },:|)(|),()( 21 PppkpkPC ∈= (14)

а также множество )(PG  – модулей гауссовой кривизны
в виде

{ }.|:)(|)( PppkPG G ∈= (15)

Множества )(PC  и )(PG  приближенно определяют
основные параметры кривизны поверхности во всех гра-
ничных узлах сетки, на основе которых можем разделить
множество всех узлов сетки на три составляющих:

– множество узлов, которые являются вершинами
cornerP ;

– множество узлов, которые принадлежат ребрам
edgeP ;

– множество обычных узлов regularP .
При этом cornerPp ∈  будут соответствовать наиболь-

шие значения из множества )(PG , которые можно за-
писать в следующем виде:

{ }
{ },||,)(||||)(||:

,||,)(||||)(||:

,|)(|
||

1

,|)(|
||

1

)()()(

)()()(

)(
)1(

)(
)1(

)(

)(

PppkpkpP

PppkpkpP

pk
P

pk
P

t
corner

t
noncorner

t
noncorner

t
noncorner

t
corner

t
corner

Pp
Gt

noncorner

t
noncorner

Pp
Gt

corner

t
corner

t
noncorner

t
corner

∈μ−<μ−=

∈μ−<μ−=

=μ

=μ

∑

∑

∈

+

∈

+

 (16)

где PppkGcorner ∈=μ |),)(max(|0  – начальное положе-
ние главных точек множества угловых узлов;

PppkGnoncorner ∈=μ |),)(min(|0  – начальное положе-
ние главных точек множества узлов.

Для множества узлов, которому принадлежат узлы
ребер, характерным является большое значение макси-
мальной кривизны и, в то же время, малое значение ми-
нимальной. Если считать пары множества )(PC  точка-
ми двухмерного пространства, то формально можем
записать множество edgeP  в следующем виде:

( )

( )

{ }
{ },||,)(||||)(||:

,||,)(||||)(||:

,|)(|),(
||

1

,|)(|),(
||

1

)()()(

)()()(
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)1(

11)(
)1(
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)(

PppkpkpP

PppkpkpP

pkpk
P
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t
edge

t
nonedge

t
nonedge

t
nonedge

t
edge

t
edge

Pp
t

nonedge

t
nonedge

Pp
t

edge

t
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t
nonedge

t
edge

∈μ−<μ−=

∈μ−<μ−=

=μ

=μ

∑

∑

∈

+

∈

+

 (17)

где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=μ

∈∈
|))((|min)),((max 21

0 pkpk
PpPp

edge  – начальное по-

ложение главной точки множества узлов, которые обра-

зуют ребра; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=μ

∈∈
|))((|min)),((min 21

0 pkpk
PpPp

nonedge  – на-

чальное положение главной точки множества узлов, ко-
торые не образуют ребра.

Исходя из полученных множеств особых точек, мно-
жество обычных узлов  будет иметь вид

.nonedgenoncornerregular PPP ∪=
Практический пример выделения на сетке особых

точек и связанных с ними ребер представлен на рис. 4.
Для различных участков границы геометрического

объекта возможно применения различных методов оп-
тимизации. Для сглаживания регулярных узлов сетки
можно применять оператор сглаживания в виде

regularregular ppuppPR P),(:)( ∈Δ+←′ , (18)

где значение )( puΔ  аналогично выражению (12).
Очевидно, что множество узлов вершин сетки име-

ют фиксированное положение. Для выполнения сглажи-
вания множества узлов, которые принадлежат ребрам
геометрического объекта, рассмотрим локальный учас-
ток границы образованный узлом edgePp ∈  и парой
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соседних с ним узлов edgeji Ppp ∈, . Тройка выбранных
узлов аппроксимирует некоторый участок кривой в про-
странстве, поэтому коррекция положения узла p должна
зависеть только от соседних узлов edgeji Ppp ∈, , нормали
к кривой )(2 pn  и касательного вектора )( pτ  (рис. 5, а, б).

Пусть новое положение p′ узла p будет располагать-
ся в середине отрезка ji pp . Если тройка узлов аппрокси-
мирует прямой участок границы, то положение p′  оп-
ределенно правильно, иначе необходимо скорректиро-
вать его положение на величину )()( 2 pnpp ⋅−′  в
направлении вектора )(2 pn . Таким образом, можем за-
писать смещение узла )( puΔ  в виде
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 (19)

где c  – постоянная из промежутка ]1;0[ .

а) б) в)
Рис. 4. Определение особых точек и ребер

а) б)

Рис. 5. Смещение узлов на границе геометрического объекта

Следовательно, оператор сглаживания узлов распо-
ложенных на ребрах будет иметь вид

edgeedge PppuppPR ∈Δ+←′ ),(:)( , (20)

где )( puΔ  определяется согласно выражению (19).
Также качество аппроксимации поверхности трехмер-

ного геометрического объекта может быть улучшено пу-
тем добавления в сетку новых узлов. Множество новых
узлов может быть получено на основе количества точек
на радиус кривизны поверхности или на основе макси-
мального расстоянии от ребра до границы объекта.

В качестве примера практического применения рас-
смотрим геометрический объект (куб с парой цилинд-
рических отверстий (рис. 6)), для которого применим
описанные операторы преобразования (7), (11), (18), (20)
(рис. 6, б), а также сгущение сетки на основе кривизны
поверхности (рис. 6, в).

Рис. 6. Оптимизация сетки на границе геометрического объекта
а) б) в)
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Таким образом, в работе представлен подход, позво-
ляющий автоматически строить дискретные модели гео-
метрических объектов, представленных функционально.
Предложены подходы к оптимизации дискретных моде-
лей на базе треугольных конечных элементов, основан-
ные на локальном преобразовании элементов сетки, ко-
торое стремится аппроксимировать особые точки объек-
та, опираясь на анализ дифференциальных характеристик
его границы. В результате применения таких подходов
может быть получена дискретная модель с неравномер-
ной сеткой на основе треугольных элементов, которая
сгущается в областях с наибольшей кривизной.
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ДИСКРЕТИЗАЦІЯ ГРАНИЦІ ТРИВИМІРНИХ МОДЕЛЕЙ ГЕОМЕТРИЧНИХ ОБ’ЄКТІВ, ВИЗНАЧЕНИХ ЗА ДОПО-

МОГОЮ R-ФУНКЦІЙ
У статті розглядається актуальна проблема автоматизації скінченно-елементного розбиття поверхні геометричних об’єктів

заданих у вигляді неявних функцій В. Л. Рвачева. Описано підходи, які дозволяють підвищити якість елементів сітки, отриманої
з використанням відомих методів. Робота методів базується на мінімізацію відхилень між диференціальними характеристиками
функціонального опису та дискретного представлення границі геометричних об’єктів.

Ключові слова: R-функція, візуалізація , геометрична модель, дискретна модель, метод скінченних елементів.
Lisnyak А. A.
Ph. D., Zaporozhe national university, Ukraine
SURFACE DISCRETIZATION OF R-FUNCTIONS DEFINED GEOMETRICAL OBJECTS
This article describes actual problem of an automatic generation of finite elements for complex geometrical objects defined by implicit

R-functions of V. L. Rvachev. Rvachev’s approach of geometrical objects description is universal. R-functions allow create models of
complex solids in constructive manner.

Author describes functional approach for modeling of solids and methods of surface meshing in the first section of the article. This
section also contains mathematical model of the surface finite elements mesh.

Section II describes approaches for the surface mesh optimization. Author describes new some functions of quality of the mesh.
Proposed approaches based on minimization of deviation between functional and mesh representations of geometrical objects.

Proposed approaches allow define regular and irregular elements of the mesh for local refinement of the mesh.
Author uses differential characteristics of the mesh for the non-uniform mesh generation. Surface curvature used for control of the

non-uniform mesh generation.
Keywords: R-function, visualization, geometrical model, mesh, finite elements.
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