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ПРИНЦИПЫ РАСЧЕТА ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ
С ЧАСТИЧНО ЭЛЕКТРОДИРОВАННЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ

Решена актуальная задача определения вычислительных процедур, которые позволяют выполнить оценку параметров напряженно-
деформированного состояния и передаточных характеристик пьезоэлектрических элементов с частичным электродированием
поверхностей. Предложена последовательность вычислительных процедур, которая позволяет при расчете передаточных характеристик
учитывать полный набор физико-механических и геометрических параметров пьезоэлектрического элемента и конечное значение
выходного электрического импеданса генератора электрических сигналов. Предложена методика, которая позволяет выполнить
адекватную реальной ситуации оценку эффекта связности упругих и электрических полей в случае их произвольного распределения в
объеме колеблющегося пьезоэлектрического элемента. Сформулированный полный набор граничных задач технической электродинамики
и динамической теории упругости представляет собой математическое содержание энергосилового метода анализа физического состояния
пьезоэлектрических элементов в режиме вынужденных колебаний под действием внешнего источника электрической энергии.
Предложенная последовательность вычислительных процедур может быть рекомендована в качестве основы расчета характеристик
пьезоэлектрических элементов с частичным электродированием поверхности и микроэлектромеханических структур.
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НОМЕНКЛАТУРА
МЭМС – микроэлектромеханические структуры;

εχij – матрица диэлектрических проницаемостей;
βke  – матрица пьезоэлектрических модулей;

Ecβλ – матрица модулей упругости;

0U  – амплитуда электрического потенциала на элект-
родированной поверхности;

гU  – амплитудное значение электрического потенци-
ала на выходе генератора;

ω – круговая частота;
t  – время;

( )kxB∗  – амплитуда гармонически изменяющегося
во времени вектора индукции;

( )kxH∗  – амплитуда гармонически изменяющегося
во времени вектора напряженности магнитного поля;

( )kxJ∗  – амплитуда вектора поверхностной плотно-
сти тока проводимости;

0ρ  – плотность деформируемого твердого тела;
( )Πωε ,C  – динамическая электрическая емкость пье-

зокерамического элемента;
I – амплитуда электрического тока в проводниках,

которые подключаются к электродированным участкам
поверхности пьезоэлектрического элемента;

( )ωэлZ  – электрический импеданс пьезоэлектричес-
кого элемента;

εχ33 – компонент тензора диэлектрической проницае-
мости в направлении электрической поляризации;

εχ11 – компонент тензора диэлектрической проницаемости
в любом направлении на плоскости, которая перпендикулярна
направлению электрической поляризации материала диска.
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ВВЕДЕНИЕ
В 1986 г. [1] впервые на страницах научной периоди-

ки появилась аббревиатура MEMS, которая заменяла длин-
ное и долго произносимое словосочетание МЭМС. В на-
стоящее время ведущие фирмы – изготовители радио-
электронных компонентов серийно выпускают
достаточно обширный перечень элементов, в состав ко-
торых включены различные МЭМС. Это, прежде всего,
различные акселерометры, которые выпускаются много-
миллионными тиражами, резонаторы и реализованные
на их основе фильтры электрических сигналов, трансфор-
маторы и другие микроминиатюрные электромеханичес-
кие системы.

Технологии изготовления МЭМС в настоящее время
принято называть микросистемными технологиями.
МЭМС или, что то же самое, пьезоэлектрические эле-
менты, изготовленные с помощью микросистемных тех-
нологий, имеют много общего с обычными, т. е. не мик-
роскопических размеров, пьезоэлектрическими элемен-
тами, которые изготовляются из пьезокерамики. Для
реализации тех или иных функциональных возможнос-
тей в МЭМС используются поликристаллические сегне-
тоэлектрики, которые поляризуются постоянным элект-
рическим полем в заданном направлении. Обычные пье-
зоэлектрические элементы  изготавливаются из
пьезокерамики, которая изначально является поликрис-
таллическим сегнетоэлектриком, который на последнем
технологическом этапе изготовления пьезокерамическо-
го изделия поляризуется постоянным электрическим
полем заданной ориентации. Отличительной чертой
между МЭМС и обычными пьезоэлементами является
способ электродирования рабочих поверхностей. Обыч-
ные пьезоэлектрические элементы имеют, как правило,
сплошное электродирование поверхности. В некоторых
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Предположим, что на верхней ( α=3x ) и нижней

( α−=3x ) поверхностях пьезоэлектрической пластинки
имеются произвольно расположенные области 1S  и 2S ,
соответственно (рис. 1), которые покрыты тонким слоем
металла, т. е. электродированы. При этом, в общем слу-
чае K21 SSS ≠≠ , где KS  – поверхность пластинки, ог-
раниченная контуром K. На поверхность 1S  подается отт
генератора электрических сигналов электрический по-
тенциал ti

0eU ω  ( 0U  – амплитуда электрического потен-
циала на электродированной поверхности 1S ; естествен-

но, что г0 UU ≠ , 1i −= ). Символом гZ  на рис. 1 обо-
значен выходной электрический импеданс генератора
электрических сигналов.

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР
Частичное электродирование поверхности имеет сво-

им следствием то, что электрические поля в объеме сег-
нетоэлектрика становятся зависимыми от значений коор-
динат точки наблюдения за параметрами электрического
поля. Этот феномен отсутствует в обычных пьезоэлект-
рических элементах. На условии постоянства напряжен-
ности переменного, созданного внешним генератором
электрических сигналов, электрического поля в объеме

Целью данной работы являлась разработка вычисли-
тельных процедур, которые позволяют выполнить оценку
параметров напряженно-деформированного состояния
и передаточных характеристик пьезоэлектрических эле-
ментов с частичным электродированием поверхностей.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим пьезоэлектрический элемент, для опре-

деленности в форме пластинки, ограниченной произ-
вольным криволинейным контуром K (рис. 1). Пластин-
ка  располагается в  декартовой системе координат
( 321 x,x,x ) таким образом, что начало системы нахо-
дится на срединной поверхности пластинки.

Для упрощения последующих рассуждений, будем
полагать, что пластинка выполнена из поляризованной по
толщине, т. е. в направлении оси 3Ox , пьезокерамики.
Будем также полагать, что поляризация выполнена посто-
янным электрическим полем, аксиальный компонент век-
тора напряженности которого имел постоянное значение
в любой точке объема пластинки. Это позволяет утверж-
дать, что материальные константы пьезоэлектрической
пластинки (компоненты тензоров диэлектрической про-
ницаемости, пьезоэлектрических модулей и модулей уп-
ругости) не зависят от координат точки внутри объема
пластинки и задаются матрицами следующего вида:

а) матрица диэлектрических проницаемостей εχij , ко-
торые экспериментально определяются в режиме посто-
янства (равенства нулю) упругих деформаций (верхний
символ ε):
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εεε χ≠χ=χ 332211 ;

б) матрица  пьезоэлектрических модулей βke

( 3,2,1k = ; 6,5,4,3,2,1=β – индекс Фойгта):
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Рисунок 1 – Пьезоэлектрический элемент с частичным
электродированием поверхностей α±=3x

специальных случаях электроды разделяются (разреза-
ются) на отдельные области, которые не имеют между
собой гальванической связи. В МЭМС, как правило, ис-
пользуется частичное электродирование рабочих повер-
хностей, когда только часть поверхности поляризованно-
го сегнетоэлектрика покрывается металлической плен-
кой.  Этот способ электродирования позволяет
возбуждать в объеме МЭМС несколько типов упругих
колебаний. Манипулируя геометрическими параметра-
ми электродированных поверхностей, можно управлять
энергетикой колебательных процессов в МЭМС, т. е. со-
здавать условия, когда один тип колебательных движе-
ний будет доминировать над остальными по амплитуде
вектора упругих смещений материальных частиц.

в) матрица модулей упругости Ecβλ , которые экспе-
риментально определяются в режиме постоянства (ра-
венства нулю) напряженности электрического поля (вер-
хний символ E), ((β, λ ) = 1, … , 6 – индексы Фойгта):
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В монографии [3] доказывается, что в диапазоне час-
тот от нуля до десятков мегагерц уравнение (6) для иде-
альных диэлектриков можно записывать в следующем
виде:

( ) 0xErot k ≅∗ . (8)

Условие (8) свидетельствует о потенциальном харак-
тере переменного электрического поля в объеме пьезо-
электрического элемента. По этой причине возможно
описание этого поля с помощью скалярного потенциа-

ла ( ) ti
k ex ω∗Φ . При этом амплитудное значение ( )kxE∗

вектора напряженности переменного электрического
поля, которое создается внешним источником, т. е. гене-
ратором электрических сигналов, определяется стандар-
тным [4] образом:

( ) ( )kk xgradxE ∗∗ Φ−= . (9)

Подставляя определение (9) в соотношение (4), а по-
лученный результат – в условие (7) отсутствия свобод-
ных носителей электричества, получаем дифференци-
альное уравнение Лапласа, решение которого опреде-
ляет амплитудные значения электрического потенциала

( )kx∗Φ :

( ) ( ) ( ) 0
x

x
x

x
x

x
2
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2

2
2
2
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2

2
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2

=
∂
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∂

Φ∂
+

∂

Φ∂ ∗∗∗
, (10)

где εε χχ=ξ 1133
2  – квадрат коэффициента анизотропии

диэлектрической проницаемости пьезоэлектрика.
Общее решение дифференциального уравнения (10)

должно удовлетворять следующим условиям на грани-
цах области существования:

( ) ( ) 1210xk Sx,xUx
3

∈∀=Φ α=
∗ ; (11)

( ) ( ) 1K21
x3

k SSx,x0
x

x

3

−∈∀=
∂

Φ∂

α=

∗
, (12)

( ) ( ) Kx0
n
x

k
k ∈∀=

∂
Φ∂ ∗

, (13)

( ) ( ) 2K21
x3

k SSx,x0
x

x

3

−∈∀=
∂

Φ∂

α−=

∗
, (14)

( ) ( ) 221xk Sx,x0x
3

∈∀=Φ α−=
∗ , (15)

где символ n∂∂  означает производную в направлении
внешней единичной нормали к боковой поверхности
пластинки, которая опирается на контур K.

Условия (11) и (15) самоочевидны. Условия (12)–(14)
носят приближенный характер [3] и выполняются тем
точнее, чем больше отличается диэлектрическая прони-

пьезоэлектрического элемента базируются методики рас-
чета напряженно-деформированного состояния пьезоэ-
лектрических пластин [2] и оболочек [3]. В случае частич-
ного электродирования поверхности пьезоэлектрическо-
го элемента эти методики не работают.

Последнее побуждает искать новые подходы к про-
цедуре расчета параметров напряженно-деформирован-
ного состояния и передаточных характеристик пьезоэ-
лектрических элементов с частичным электродировани-
ем поверхности. Ниже будет изложена общая схема
выполнения вычислительных процедур, которая, в прин-
ципе, позволяет выполнить оценку параметров напря-
женно-деформированного состояния и передаточных
характеристик пьезоэлектрических элементов с частич-
ным электродированием поверхностей. Эта схема мо-
жет быть использована в качестве теоретической осно-
вы при математическом моделировании МЭМС.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Обозначим амплитудное значение вектора напряжен-

ности переменного электрического поля символом

( )kxE∗ . Электрическую поляризацию, которая создает-
ся переменным электрическим полем в объеме пьезоэ-
лектрической пластинки, будем определять изменяю-
щимся во времени по закону tie ω  вектором электричес-
кой индукции, амплитудное значение которого
обозначим символом ( )kxD∗ . При этом между компо-
нентами векторов электрической индукции и напряжен-
ности электрического поля имеется линейное соответ-
ствие следующего вида:

( ) ( )kjkjkk xExD ∗ε∗ χ= . (4)

В соотношении (4) и во всех последующих записях
подобного типа предполагается суммирование по дваж-
ды повторяющемуся индексу. В формуле (4) таким ин-
дексом является символ j , который последовательно
принимает значения 1, 2, 3.

Характеристики переменного электрического поля в
объеме пьезоэлектрического элемента определяются
уравнениями Максвелла, которые для амплитудных зна-
чений электрической и магнитной составляющих элект-
ромагнитного поля записываются в следующем виде:

( ) ( ) ( )kkk xDixJxHrot ∗∗∗ ω+= , (5)

( ) ( )kk xBixErot ∗∗ ω−= , (6)

где ( ) ( )k0k xHxB ∗∗ μ= , мГн104 7
0

−⋅π=μ  – магнитная
проницаемость вакуума. Так как пьезокерамика является
довольно хорошим диэлектриком, можно записать, что

( ) 0xJ k =∗ . Последнее означает, что реальной пьезокера-
мике приписываются свойства идеально диэлектрика.

Вычисляя дивергенцию от левой и правой частей
уравнения Максвелла (5), получаем, в случае идеально-
го диэлектрика, следующий результат:

( ) 0xDdiv k =∗ . (7)
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цаемость пьезоэлектрика от диэлектрической проница-

емости вакуума мФ1085,8 12
0

−⋅=χ . Для пьезокера-
мики типа ЦТС диэлектрические проницаемости

0
3

ij 10 χ≥χε  и поэтому граничные условия (12)–(14) мож-
но считать практически точными. Если диэлектрическая
проницаемость поляризованного сегнетоэлектрика в
МЭМС менее 010χ , что, кстати сказать, еще не случа-
лось, то условия (12)–(14) необходимо переформулиро-
вать с учетом существования полей рассеяния.

Решение граничной задачи (10)–(15) является первой
вычислительной процедурой при выполнении расчетов
параметров напряженно-деформируемого состояния
пьезоэлектрических элементов совместимых с микро-
системными технологиями. На этом этапе фактически
определяются уровни энергии электрического поля в
любой, произвольно заданной точке объема пьезоэлек-
трического элемента. Необходимо подчеркнуть, что по-
тенциал ( )kx∗Φ  рассчитывается в предположении, что
он полностью определяется геометрическими парамет-
рами пьезоэлектрического элемента и не зависит от па-
раметров упругих и электрических полей, которые фор-
мируются в объеме колеблющегося пьезоэлемента.

После определения потенциала ( )kx∗Φ  уравнения
физического состояния колеблющегося пьезоэлектри-
ческого элемента, расчетная схема которого показана
на рис. 1, можно записать в следующем виде:

⎟
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⎞
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⎜
⎝

⎛

∂
Φ∂

+
∂

Φ∂
−

∂
∂

=σ
∗

kk
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E
ijkij xx

e
x
uc , (16)

⎟
⎟
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⎞
⎜
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⎝

⎛

∂
Φ∂

+
∂

Φ∂
χ+

∂
∂

=
∗

ε

jj
mj

j

i
mijm xxx

ueD , (17)

где ijσ  – амплитудное значение компонента тензора ре-
зультирующих механических напряжений; u  – ампли-
туда изменяющегося во времени по гармоническому
закону tie ω  -го компонента вектора смещения матери-
альных частиц пьезоэлектрика; ( )kxΦ≡Φ  – скалярный
потенциал внутреннего электрического поля [5], кото-
рое возникает в результате смещения ионов пьезоэлект-
рика из равновесных положений узлов кристаллической
решетки; ( )kx∗∗ Φ≡Φ   – известный скалярный потен-
циал переменного электрического поля, которое созда-
ется внешним источником (генератором). По своему
физическому содержанию уравнение физического со-
стояния (16) является обобщенным законом Гука для
упругой среды с пьезоэлектрическими эффектами, а
уравнение (17) – законом электрической поляризации
диэлектрика с пьезоэлектрическими свойствами.

Второй закон Ньютона в дифференциальной форме
или, что то же самое – уравнение движения материаль-
ной частицы упруго деформируемого твердого тела, в
общем случае записывается следующим образом:

( ) ( )
2
ki

2

0
j

kji

t
t,xu

x
t,x

∂

∂
ρ=

∂

σ∂ . (18)

Подставляя в определение (18) уравнение (16), и при-
нимая во внимание, что все физические поля в объеме
деформируемого пьезоэлектрического элемента изме-

няются во времени по гармоническому закону tie ω , по-
лучаем уравнение следующего вида:

( )k
K
ii

2
0

jk

2

kij
jk

2
E
ijk xfu

xx
e

xx
uc =ωρ+

∂∂
Φ∂

−
∂∂

∂
, (19)

где ( )
jk

2

kijk
K
i xx

exf
∂∂
Φ∂

=
∗

  – амплитудное значение i-гоо

компонента вектора объемной плотности сил Кулона,
которые создаются внешним источником (генератором)
электрического поля. Естественно, что второе слагаемое
в левой части уравнения (19) также имеет смысл i -го
компонента амплитудного значения вектора объемной
плотности сил Кулона, которые возникают в объеме де-
формируемого пьезоэлектрика внутренним электричес-
ким полем и препятствуют его деформированию элект-
рическими полями внешних источников. При малых зна-
чениях пьезоэлектрических модулей, т. е. в случае, когда

2
kij мКл1e ≤ , вторым слагаемым в уравнении можно,

в принципе, пренебречь. Но для пьезоэлектрических ке-

рамик типа ЦТС (PZT), у которых 2
kij мКл20e ≤ , сила-

ми Кулона внутреннего электрического поля пренебре-
гать нельзя. Эти силы, т. е. второе слагаемое в уравнении
(19), действуют согласно (связанно) с силами упругости
(первое слагаемое) и увеличивают эффективную жест-
кость пьезоэлектрика. В некоторых направлениях жест-
кость пьезокерамики может увеличиваться более чем
на 50%.

Условие (7) отсутствия свободных носителей электри-
чества в пьезодиэлектрике справедливо, очевидно, при
любом представлении вектора электрической индукции.
Поскольку ( ) 0xDdiv k = , то, после подстановки в это ус-
ловие уравнения (17), получаем следующий результат:

0
xx

ue1
xxx jm

i
2

mij
1

2
3

2
2

2
2

2

2
1

2
=
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∂

χ
+

∂

Φ∂
ξ+

∂

Φ∂
+

∂

Φ∂
ε

. (20)

Уравнения (19), (20) представляют собой в общем слу-
чае систему из четырех дифференциальных уравнений
второго порядка в частных производных. Единственность
решения этой системы уравнений обеспечивают гранич-
ные условия. Если пьезоэлектрический элемент колеб-
лется в вакууме, т. е. не имеет механических контактов с
другими материальными объектами, то на его боковых
поверхностях вследствие выполнения третьего закона
Ньютона должны обращаться в нуль нормальные и ка-
сательные напряжения, действующие на элементарных
площадках этих поверхностей. Применительно к расчет-
ной схеме, которая показана на рис. 1, сказанное выше
записывается следующим образом:
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xkk
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,(21)
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, (22)

где in  – компоненты вектора внешней единичной нор-
мали к боковой цилиндрической поверхности пьезоэле-
мента, в основании которой лежит криволинейный кон-
тур K (рис. 1).

Скалярный потенциал ( )kxΦ  внутреннего электри-
ческого поля должен удовлетворять следующим гранич-
ным условиям:

( ) ( ) 121xk Sx,x0x
3

∈∀=Φ α= , (23)

( ) ( ) 1K21
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k SSx,x0
x
x
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−∈∀=
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, (24)

( ) ( ) ( ) 121
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, (25)

( ) Kx0
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xn k
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, (26)

( ) ( ) 221xk Sx,x0x
3

∈∀=Φ α−= , (27)

( ) ( ) 2K21
x3

k SSx,x0
x
x
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α−=
, (28)

( ) ( ) ( ) 121
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k Sx,x0
x
x

x
x

33

∈∀=
∂
Φ∂

=
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Φ∂

α=α=
. (29)

Сформулированная соотношениями (19)–(29) гранич-
ная задача является наиболее полной и общей математи-
ческой формулировкой граничной задачи электроупру-
гости установившихся гармонических колебаний пьезо-
электрических элементов конечных размеров.

Не вдаваясь в пространные рассуждения, можно ут-
верждать, что точное решение этой граничной задачи осу-
ществить невозможно. Вместе с тем, вполне возможно
построить алгоритм приближенного решения граничной
задачи (19)–(29). Вычислительную процедуру, о которой
пойдет речь, можно назвать методом последовательных
приближений. При этом искомые компоненты вектора

смещения ( )kxu  и скалярного потенциала ( )kxΦ  пред-
ставляются сходящимися рядами следующего содержания:

( ) ( )( ) ( )( )∑
∞

=ν

νΔ+=
1

kk
0

k xuxuxu ,

( ) ( )( ) ( )( )∑
∞

=ν
ΔΦ+Φ=Φ
1

k
0

k
0

k xxx , (30)

где ( )kxu  и ( )kxΦ  – точные решения системы уравне-

ний (19), (20); ( )( )k
0 xu  и ( )( )k

0 xΦ  – нулевые приближе-е-

ния к точным решениям; ( )( )kxu νΔ  и ( )( )k
0 xΔΦ  – по-

правки ν-го порядка к нулевым приближениям точных

решений ( )kxu  и ( )kxΦ .

Нулевое приближение ( )( )k
0 xu  к точному значению

амплитуды -го компонента вектора смещения матери-
альных частиц пьезоэлектрического элемента находится
в результате решения следующей стационарной гранич-
ной задачи:
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, (31)
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, (32)
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⎢
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, (33)

где ( )kj3k
K

j3 xe ∂Φ∂=σ ∗ , ( )kkij
K
ij xe ∂Φ∂=σ ∗  – по-

верхностные плотности сил Кулона электрического поля
внешнего источника или, что то же самое, напряжения
Кулона.

Таким образом, нулевое приближение к точным зна-
чениям компонентов вектора смещения материальных
частиц пьезоэлектрика формируется решением гранич-
ной задачи (31)–(33). По физическому содержанию эта
граничная задача динамической теории упругости явля-
ется задачей о возбуждении гармонических колебаний
пьезоэлектрического элемента системой объемных ( K

if )

и поверхностных ( K
ijσ ) нагрузок. Следует подчеркнуть, что

при полном электродировании поверхностей пьезоэле-
ментов и даже в случае разрезных электродов объемная
плотность сил Кулона равна нулю и возбуждение упругих
колебаний в таких пьезоэлементах осуществляется повер-

хностными нагрузками K
ijσ .

После решения граничной задачи (31)–(33) определя-
ется нулевое приближение к точному значению скаляр-
ного потенциала внутреннего электрического поля. При
этом уравнение (20) записывается в следующем виде:

( ) ( ) ( ) ( )
εχ
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, (34)

где ( )
( )

jm

0
i

2

mij
0
пэ xx

u
e

∂∂

∂
=ρ  – нулевое приближение к точно-

му значению объемной плотности поляризационного
электрического заряда в объеме деформируемого пье-
зоэлектрика. Общее решение уравнения Пуассона (34),

т. е. функция ( )( )k
0 xΦ , должно удовлетворять граничным

условиям (23)–(29).
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Единственность решения системы уравнений (35)
обеспечивается граничными условиями, которые запи-
сываются следующим образом:
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где ( ) ( )( )k
0

j3k
0
j3 xe ∂Φ∂=σ , ( ) ( )( )k

0
kij

0
ij xe ∂Φ∂=σ  –

нулевые приближения к точным значениям поверхност-
ных плотностей сил Кулона, которые формируются внут-
ренним электрическим полем в объеме колеблющегося
пьезоэлектрического элемента.

Следует особо подчеркнуть, что граничная задача
(35)–(37) решается по той же самой схеме, по которой
была решена граничная задача (31)–(33). Это означает,
что после построения аналитического выражения для

( )( )k
0 xu , т. е. для нулевого приближения к точному зна-

чению вектора смещения материальных частиц пьезоэ-
лектрического элемента, не нужно заново конструиро-

вать общие решения для поправки ( )( )k
1 xuΔ  первого

порядка и для поправок ( )( )kxu νΔ  всех последующих
порядков. Для получения численных значений поправок

( )( )kxu νΔ  необходимо только лишь подставлять в об-
щие решения граничной задачи (31)–(33) соответствую-
щие значения объемных и поверхностных плотностей сил
Кулона, которые формируются внутренним электричес-

ким полем в объеме колеблющегося пьезоэлектричес-
кого элемента.

Получив  первое приближение
( )( ) ( )( ) ( )( )k

1
k

0
k

1 xuxuxu Δ+=  к точному значению век-
тора смещения материальных частиц, можно выполнить

оценку поправки ( )( )k
1 xΔΦ  к точному значению ( )kxΦ

скалярного потенциала внутреннего электрического
поля. Подставляя значение

( )( ) ( )( ) ( )( )k
1

k
0

k
1 xuxuxu Δ+=  в уравнение (34) и пола-

гая при этом, что ( ) ( )( ) ( )( )k
1

k
0

k xxx ΔΦ+Φ≈Φ , полу-
чаем уравнение Пуассона для определения поправки

( )( )k
1 xΔΦ :
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где ( )
( )
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1
i

2

mij
1
пэ xx

u
e

∂∂

Δ∂
=ρΔ  – поправка первого порядка к

нулевому приближению точного значения объемной
плотности поляризационного заряда в объеме дефор-
мируемого пьезоэлектрика. Единственность решения
уравнения (38) обеспечивается граничными условиями
(23)–(29).

Вновь, как и при определении поправки ( )( )k
1 xuΔ ,

можно сделать очевидный вывод. Для получения поправ-

ки ( )( )k
1 xΔΦ  как, очевидно, и всех последующих попра-

вок ( )( )kxνΔΦ , нет необходимости в новом решении
уравнения (38) и в последующем удовлетворении гра-
ничных условий (23)–(29). Для определения поправки

( )( )k
1 xΔΦ  необходимо и достаточно подставить в общее

решение уравнения (34) вместо объемной плотности ( )0
пэρ

величину ( )1
пэρΔ . Очевидно, что поправка ν-го порядка, т..

е. величина ( )( )kxνΔΦ , определяется общим решением
уравнения (34), в правой части которого записывается

поправка ( )( )kпэ xνρΔ .
Приближенное вычисление компонентов вектора сме-

щения и скалярного потенциала внутреннего электричес-
кого поля составляет содержание второй вычислительной
процедуры при математическом моделировании процес-
сов, которые развиваются в объеме пьезоэлектрического
элемента с частичным электродированием поверхностей.

Результаты, которые получаются после выполнения
первой и второй вычислительных процедур, т. е. расчет-
ные формулы для потенциала ( )kx∗Φ  электрическогоо
поля, созданного в объеме пьезоэлектрического элемен-
та генератором электрических сигналов, для скалярного
потенциала ( )kxΦ   внутреннего электрического поля и
вектора смещения ( )kxu  материальных частиц, линей-

После определения нулевого приближения ( )( )k
0 xΦ

выполняется расчет поправки )1(uΔ . Для этого в уравне-
ние (19) подставляются значения

( ) ( )( ) ( )( )k
0

k
0

k xuxuxu Δ+≈  и ( ) ( )( )k
0

k xx Φ≈Φ . Урав-
нение (19) принимает следующий вид

( )
( ) ( )0

i
12

0
jk

12
E
ijk fu

xx
u

c =Δωρ+
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, (35)

где )1(uΔ  и )1(
iuΔ  – поправки первого порядка к нулевым

приближениям )0(u  и )0(u i  точных значений компонен-

тов ( )kxu  и ( )ki xu  вектора смещений материальных

частиц пьезоэлектрика; ( ) ( )

jk

02

kij
0

i xx
ef

∂∂
Φ∂

=  – нулевое при-

ближение к точному значению i-го компонента вектора
объемной плотности сил Кулона, которые формируют-
ся внутренним электрическим полем в объеме дефор-
мируемого пьезоэлектрика.
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но зависят от электрического потенциала 0U , который
существует на электродированной поверхности 1S . Из
сказанного выше следует, что эти расчетные соотноше-
ния можно представить в следующем виде:

( ) ( )ΠΦ=Φ ∗∗ ,x~Ux k0k , ( ) ( )ΠωΦ=Φ ,,x~Ux k0k , (39)

( ) ( )Πω= ,,xu~
c
eUxu kE

33

33
0k , (40)

где ( )ΠΦ∗ ,x~
k , ( )ΠωΦ ,,x~

k  и ( )Πω,,xu~ k  – безразмер-
ные функции координат точки наблюдения и набора
физико-механических и геометрических (символ Π  в
списке аргументов) параметров пьезоэлектрического
элемента; конструкция правой части выражения (40)
обусловлена размерностью входящих в неe величин.

Поскольку потенциал г0 UU ≠ , т. е. потенциал 0U
фактически является неопределенной величиной, по-
стольку третья и последняя вычислительная процедура
имеет своей целью определение амплитудного значения
потенциала на электродированной поверхности пьезоэ-
лектрического элемента.

Очевидно, что влияние пьезоэлектрического элемента
на амплитуду электрического тока в проводнике, который
соединяет его с генератором электрических сигналов, мож-
но описать с помощью электрического импеданса ( )ωэлZ
пьезоэлектрического элемента. Электрический импеданс

( )ωэлZ  должен удовлетворять основным положениям и
определениям теоретической электротехники и, стало быть,
закону Ома для участка электрической цепи, т. е.

( )
I

U
Z 0
эл =ω , (41)

где I – амплитуда электрического тока в проводниках, кото-
рые подключаются к электродированным участкам повер-
хности пьезоэлектрического элемента (рис. 1). Сила тока,
или амплитудное значение I, прямо пропорциональна ско-
рости изменения во времени электрического заряда Q на
электродированной поверхности пьезоэлектрического эле-
мента. При гармоническом изменении во времени по за-
кону tie ω  амплитуда I определяется следующим образом:м:

21 QiQiI ω−=ω−= , (42)
где 1Q  и 2Q  – амплитудные значения электрических заря-
дов на поверхностях 1S  и 2S  (рис. 1).

Амплитудное значение электрического заряда 1Q
определяется следующим образом:

( ) ∫∫∫∫
=

∗

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==
1 31 S αx

jj

ε
3j

j

i
3ij1

S
2131 x

Φ
x
Φχ

x
uedSα,x,xDQ ,

( ) ( )
x

Π,ω,xΦ~χ
x

Π,ω,xu~

c
e

eUdS
1S j

kε
3j

j

ki
E
33

33
3ij01 ∫∫ ⎢

⎢
⎣

⎡

⎜
⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+
∂

∂
=

( ) ,
x

Π,xΦ~

3 αx
j

k

=

∗

⎥
⎥
⎦

⎤

⎟
⎟
⎠

⎞

∂
∂

+ ( )Π,ωCUdS ε
01 = . (43)

Таким образом, ( )Πωω−= ε ,CUiI 0  и электрический
импеданс пьезоэлектрического элемента

( )
( )Πωω

−=ω
ε ,Ci
1Zэл . (44)

Из схемы подключения генератора электрических
сигналов (рис. 1) следует, что

( )
( ) ( )Πωω−

=
ω+

ω
=

ε ,CZi1
U

ZZ
ZU

U
г

г

элг

элг
0 ,  (45)

где ( )Πωε ,C  определена двойным интегралом в фор-
муле (43).

Вычисление электрического потенциала 0U  является
содержанием третьей вычислительной процедуры при
математическом моделировании пьезоэлектрических эле-
ментов с частичным электродированием поверхностей.

После выполнения третьей и последней вычислитель-
ной процедуры можно записать выражение для расчета
смещений материальных частиц пьезоэлектрического
элемента в следующем, окончательном, виде:

( )
( )[ ] ( )Πω

Πωω−
= ε ,,xu~

,CZi1c
Uexu k
г

E
33

г33
k . (46)

Выражение (46) является математической моделью
динамического напряженно-деформированного состо-
яния пьезоэлектрического элемента с частичным элект-
родированием поверхности и является ключевым соот-
ношением для количественных оценок передаточных
характеристик пьезоэлемента при любых вариантах его
функционального использования. Частотно-зависимая
функция ( )Πωε ,C  является теоретической основой для
построения эквивалентных электрических схем в том
смысле, в котором они были предложены в 1925–1928 гг.
Вальтером Г. Кэди радиоинженерам, которые занима-
лись расчетом и проектированием высокочастотных ге-
нераторов электрических сигналов с кварцевым резона-
тором в цепи стабилизации частоты генерации [6].

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Рассмотрим первую вычислительную процедуру,

т. е. расчет пространственного распределения в объеме
пьезоэлектрического элемента переменного электричес-
кого поля. Решение этой задачи позволяет выполнить
оценку количества энергии, которая потребляется пье-
зоэлектрическим элементом от внешнего источника, т.
е. от генератора электрических сигналов. Эта процедура
является первым этапом энергосилового метода [7–10]
анализа физического состояния пьезоэлектрических эле-
ментов в режиме вынужденных колебаний под действи-
ем внешнего источника электрической энергии.

Рассмотрим диск (рис. 2) из поляризованной по тол-
щине пьезоэлектрической керамики типа ЦТС (PZT). Элек-
трод на верхней ( α=z ) поверхности пьезокерамическо-
го диска (позиция 1 на рис. 2) имеет форму круга радиуса

0R  с центром на оси Oz  цилиндрической системы коор-
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( )( ) ( )( ) [ ]α∈∀=
∂

Φ∂
−

∂

Φ∂ ∗∗

,0z0
z

z,R
z

z,R 0201
, (51)

( )( ) ( )( ) [ ],,0z0
z,z,

00 R

2

R

1 α∈∀=
ρ∂

ρΦ∂
−

ρ∂

ρΦ∂

=ρ

∗

=ρ

∗

(52)

( )( ) [ ]R,R0
z

z,
0

z

2 ∈ρ∀=
∂

ρΦ∂

α=

∗
, (53)

( )( ) [ ]R,R00, 02 ∈ρ∀=ρΦ∗ , (54)

( )( ) [ ]α∈∀=
ρ∂

ρΦ∂

=ρ

∗

,0z0
z,

R

2 . (55)

Условия (49), (53) и (55) являются приближенными [3]
и выполняются тем точнее, чем больше диэлектричес-
кие проницаемости εχ33 и εχ11 отличаются от диэлектри-

ческой проницаемости вакуума мФ1085,8 12
0

−⋅=χ .
Поскольку диэлектрические проницаемости εχ33 и εχ11 бо-
лее чем на три порядка превосходят диэлектрическую
проницаемость окружающей пьезокерамический диск
среды, постольку эти граничные условия можно рас-
сматривать как практически точные. Условия (50)–(52)
имеют смысл условий сшивания решений уравнения (47)
на границе 0R=ρ  внутренней и внешней областей.

Решение уравнения (47) как во внешней, так и во внут-
ренней областях, будем искать по стандартной техноло-
гии разделения переменных [11], т. е. будем полагать, что

( )( ) ( )( ) ( )( )zZRz, kk
k ρ=ρΦ∗ , 2,1k = , (56)

где ( )( )ρkR  и ( )( )zZ k    функции, зависящие только от ра-
диальной и аксиальной координаты, соответственно.

Подставляя предполагаемый вид решения (56) в урав-
нение (47), получаем возможность записать его в следу-
ющем виде:

( )( )
( ) ( )

( )( )
( )

2

k2

k

2

2

k2k

k z
)z(Z

zZ
)(R)(R1

R
1

∂

∂ξ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ρ∂

ρ∂
+

ρ∂
ρ∂

ρρ
. (57)

Равенство (57) может выполняться при произвольных
значениях переменных ρ и z только в одном случае, когдада
его левая и правая части не зависят от ρ и z, соответствен-
но, и обе равны одной и той же константе, которая называ-
ется константой разделения [11]. Выбор константы разделе-
ния в значительной мере предопределяется физическим
содержанием решаемой задачи. Обозначим, для удобства

 
1

2

O

α

R0 R
ρ

z U0e
iωt

Рисунок 2 – Пьезоэлектрический диск с частичным электроди-
рованием поверхностей

Исследуем характер распределения переменного
электрического поля в объеме пьезокерамического дис-
ка в предположении, что внешний радиус 0R  верхнего
электрода совпадает с внутренним радиусом нижнего.

Итак, переменное электрическое поле в объеме пье-
зоэлектрического диска определяется с помощью ска-
лярного потенциала ( ) tiez,, ω∗ ϕρΦ . При соосном рас-
положении верхнего и нижнего электродов амплитуд-
ное значение скалярного потенциала зависит только
лишь от радиальной ρ и аксиальной z  координаты ци-
линдрической системы координат. Говоря иными слова-
ми, показанная на рис. 2 электродная структура создает
в объеме диска из поляризованной по толщине пьезоке-
рамики осесимметричное переменное электрическое
поле, скалярный потенциал которого определяется урав-
нением Лапласа следующего вида:

( ) ( ) 0
z

z,z,1
2

2
2 =

∂

ρΦ∂
ξ+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ρ∂
ρΦ∂

ρ
ρ∂

∂
ρ

∗∗
, (47)

где εε χχ=ξ 1133
2  – квадрат коэффициента анизотропии

диэлектрической проницаемости поляризованной кера-
мики.

Для упрощения последующих вычислений разобьем
объем пьезокерамического диска на две области. Пер-
вую область ( 0R0 ≤ρ≤ ; α≤≤ z0 ) будем называтьть
внутренней и электрический потенциал в еe пределах

будем обозначать символом ( )( )z,1 ρΦ∗ . Кольцевую об-
ласть ( RR0 ≤ρ≤ ; α≤≤ z0 ) будем называть внешней
областью или второй областью, а электрический потен-
циал в пределах этой области будем обозначать симво-

лом ( )( )z,2 ρΦ∗ .
На внешних и внутренних поверхностях внутренней и

внешней областей потенциалы ( )( )z,1 ρΦ∗  и ( )( )z,2 ρΦ∗  дол-
жны удовлетворять следующим граничным условиям:

( )( ) [ ]001 R,0U, ∈ρ∀=αρΦ∗ , (48)

динат. На этот электрод подается гармонически изменяю-
щийся во времени по закону tie ω  ( 1i −= ) электричес-с-
кий потенциал ( ) ti

0eUtU ω= . Электрод на нижней ( 0z = )
поверхности диска (позиция 2 на рис. 2) выполнен в фор-
ме кольца с центром на оси Oz. Кольцевой электрод за-
землен, т. е. его потенциал всегда равен нулю.

( )( ) [ ]0

0z

1 R,00
z

z,
∈ρ∀=

∂

ρΦ∂

=

∗

, (49)

( )( ) ( )( ) [ ]α∈∀=Φ−Φ ∗∗ ,0z0z,Rz,R 0201 , (50)
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( )( )
( )( ) 2

2

k2

k

2

z
zZ

zZ
β=

∂

∂ξ
− . (59)

Обилие граничных условий (см. соотношения (48)–
(55)) требует соответствующего набора констант в об-
щих решениях ( )( )z,k ρΦ∗ . Обеспечить соответствующее
количество констант можно следующим образом.

Рассмотрим внутреннюю область ( 1k = ).
Если в уравнениях (58) и (59) определить параметр β

как действительное число 1β , то получаем следующее
выражение для скалярного потенциала:

( )( ) )],zsin(B)zcos(A)[(Iz, 11111011 λ+λρβ=ρΦ∗ (60)

где ( )ρβ10I  – модифицированная функция Бесселя нуле-
вого порядка; 1A  и 1B  – константы; ξβ=λ 11 ; 1β  – под-д-
лежащее определению действительное число.

Предположим теперь, что параметр β является мни-
мым числом 2iβ , т. е. 2

2
2 β−=β . Тогда из уравнений (58)

и (59) получаем следующее выражение для расчета ска-
лярного потенциала внутренней области дискового пье-
зоэлемента:

( )( ) ( ) [ ])z(shB)z(chA,Jz, 22222012 λ+λρβ=ρΦ∗ , (61)

где ( )ρβ20J  – функция Бесселя нулевого порядка; 2A  и

2B  – константы; ξβ=λ 22 ; 2β  – подлежащее опреде-де-
лению число. Очевидно, что суперпозиция общих реше-
ний ( )( )z,11 ρΦ∗  и ( )( )z,12 ρΦ∗  также является общим ре-
шением уравнения (47), т. е.

( )( ) ( )( ) ( )( )z,z,z, 12111 ρΦ+ρΦ=ρΦ ∗∗∗ . (62)

Из граничного условия (49) следует, что

( ) ( ) [ ].R,00BJBI 022021101 ∈ρ∀=ρβλ+ρβλ . (63)

Если положить константы 0BB 21 == , то равенствоо
(63) и, соответственно, граничное условие (49), будут
выполняться автоматически.

Поскольку числа 1β  и 2β  могут назначаться по произ-
волу расчетчика, постольку их определим так, чтобы
выполнялись следующие условия:

( ) 0cos 1 =αλ , (64)

( ) 0RJ 020 =β . (65)

Из условий (64) и (65) следует, что

( )ξ+
α
π

=β=β n21
2n1 , ...,2,1,0n = , (66)

последующих записей константу разделения символом 2β .
При этом из уравнения (57) следуют два обыкновенных
дифференциальных уравнения следующего вида:

( )( )
( )( ) ( )( ) 2

2

k2k

k
RR1

R
1

β=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ρ∂

ρ∂
+

ρ∂
ρ∂

ρρ , (58)

0m2 Rq=β , ...,3,2,1m = , (67)

где mq  – m-й корень уравнения ( ) 0xJ0 = . Первые пять
корней этого уравнения имеют следующие числовые зна-
чения: 404826,2q1 = , 520078,5q2 = , 653728,8q3 = ,

791534,11q4 =  и 930918,14q5 = . Легко заметить, чтоо
π≈− −1mm qq , при этом приближенное равенство вы-

полняется тем точнее, чем больше m номер корня.
Так как собственные числа kβ  и kλ  ( 2,1k = ) образу-

ют бесконечные множества, то им должны соответство-
вать бесконечные множества констант n1A  и m2A . При
этом выражение для расчета скалярного потенциала

( )( )z,1 ρΦ ∗  принимает следующий вид:

( )( ) ( ) )n21(
2

zcosIAz,
0n

n0n11 +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

α
π

ρβ=ρΦ ∑
∞

=

∗

)z(ch
R

qJA m
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m

1m
0m2 λ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ
+ ∑

∞

=
, (68)

где ( )0mm Rq ξ=λ .
При α=z  должно выполняться граничное условие

(49). Подставляя α=z  в расчетную формулу (68), полу-
чаем

( ) 0
1m

m
0

m
0m2 Uch

R
qJA =αλ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ∑
∞

=
. (69)

Функции Бесселя ( )0m0 RqJ ρ  на  интервале

0R0 ≤ρ≤  образуют систему ортогональных функций,
т. е. существует интеграл [12] следующего вида:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠∀
=∫ p,m)/2,(qJR

p;m0,
)dρρ/R(q)Jρ/R(qρJ

m
2
1

2
0

0p00m

R

0
0

0

 (70)

где ( )m1 qJ   – функция Бесселя первого порядка. Исполь-
зуя свойство ортогональности (70), из уравнения (69)
получаем следующие значения коэффициентов m2A :

( )mm20m2 qA~UA = , (71)

где безразмерный множитель ( )mm2 qA~  определяется
следующим выражением:

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ξ

α
=

0

m
m1m

mm2

R
qchqJq

2qA~ . (72)

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
В таблице 1 приведены результаты расчетов безраз-

мерных весовых множителей ( )mm2 qA~  для первых двад-

цати корней уравнения ( ) 0xJ0 = . При выполнении вы-

числений коэффициент анизотропии εε χχ=ξ 1133  ди-
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электрической проницаемости поляризованной пьезо-
керамики принят равным единице, т. е. принято, что

11133 =χχ εε . В действительности для пьезокерамики типа

ЦТС-19 коэффициент 99,097,0 ÷=ξ . В третьей колон-
ке табл. 1 приведены значения весового коэффициента

( )[ ]m1m
0

m2 qJq1A~ = , которые не зависят от геометричес-

кого параметра 0Rα . Безразмерный весовой множи-

тель ( )mm2 qA~  рассчитывался при различных значениях

параметра 0Rα , что указано в заголовках соответству-
ющих колонок табл. 1.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Предложена схема решения задачи для случая, когда

расположенные на торцевых поверхностях диска элект-
роды имеют форму соосно расположенных круга и коль-
ца, причем наружный радиус кольца равен радиусу ди-
электрического диска, а радиус круга совпадает с внут-
ренним радиусом кольца.

Предложенная схема решения задачи использует ме-
тод последовательных приближений, что позволяет по-
лучить аналитические выражения для расчета коэффи-
циентов в математическом описании потенциала элект-
рического поля в объеме диска  с анизотропной
диэлектрической проницаемостью.

ВЫВОДЫ
В работе решена актуальная задача определения вычис-

лительных процедур, которые позволяют выполнить оценку
параметров напряженно-деформированного состояния и
передаточных характеристик пьезоэлектрических элементов
с частичным электродированием поверхностей.

Научная новизна результатов, полученных в статье, со-
стоит в том, что впервые предлагается последовательность
вычислительных процедур, которая позволяет при расчете
передаточных характеристик учитывать полный набор
физико-механических и геометрических параметров пье-
зоэлектрического элемента и конечное значение выходно-
го электрического импеданса генератора электрических

сигналов, а также впервые предлагается методика, которая
позволяет выполнить адекватную реальной ситуации оцен-
ку эффекта связности упругих и электрических полей в слу-
чае их произвольного распределения в объеме колеблю-
щегося пьезоэлектрического элемента. Сформулирован-
ный полный набор граничных задач технической
электродинамики и динамической теории упругости пред-
ставляет собой математическое содержание энергосило-
вого метода анализа физического состояния пьезоэлектри-
ческих элементов в режиме вынужденных колебаний под
действием внешнего источника электрической энергии.

Практическая значимость полученных результатов
заключается в том, что предложенная последователь-
ность вычислительных процедур может быть рекомен-
дована в качестве основы расчета характеристик пьезоэ-
лектрических элементов с частичным электродировани-
ем поверхности и микроэлектромеханических структур.

Перспективы дальнейших исследований состоят в
определении процедуры расчета амплитудного значе-
ния потенциала на поверхности дискового пьезоэлект-
рического элемента с частичным электродированием.
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ПРИНЦИПИ РОЗРАХУНКУ  П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ  ЕЛЕМЕНТІВ  З ЧАСТКОВО ЕЛЕКТРОДОВАНИМИ
ПОВЕРХНЯМИ

Вирішена актуальна задача визначення обчислювальних процедур, які дозволяють виконати оцінку параметрів напружено-дефор-
мованого стану та передаточних характеристик п’єзоелектричних елементів з частковим електродуванням поверхонь. Запропонована
послідовність обчислювальних процедур, яка дозволяє при розрахунку передаточних характеристик враховувати повний набір фізико-
механічних і геометричних параметрів п’єзоелектричного елемента і кінцеве значення вихідного електричного імпедансу генератора
електричних сигналів. Запропоновано методику, яка дозволяє виконати адекватну реальній ситуації оцінку ефекту зв’язності пружних
і електричних полів у разі їх довільного розподілу в об’ємі п’єзоелектричного елемента, який здійснює коливання. Сформульований
повний набір граничних задач технічної електродинаміки та динамічної теорії пружності являє собою математичний зміст енергоси-
лового методу аналізу фізичного стану п’єзоелектричних елементів в режимі вимушених коливань під дією зовнішнього джерела
електричної енергії. Запропонована послідовність обчислювальних процедур може бути рекомендована в якості основи розрахунку
характеристик п’єзоелектричних елементів з частковим електродуванням поверхні і мікроелектромеханічних структур.

Ключові слова: часткове електродування поверхонь п’єзоелемента, мікроелектромеханічні структури.

Petrishchev O. N.1, Sharapov V. M.2, Sotula Zh. V.3, Bazilo K. V.4

1Dr.Sc., Professor, Professor of department of acoustics and acoustoelectronics, National Technical University of Ukraine «Kyiv Polytechnic
Institute», Kyiv, Ukraine

2Dr.Sc., Professor, Head of Instrument Making Department, Cherkasy State Technological University, Cherkasy, Ukraine
3PhD, Associate Professor of Instrument Making Department, Cherkasy State Technological University, Cherkasy, Ukraine
4PhD, Associate Professor of Instrument Making Department, Cherkasy State Technological University, Cherkasy, Ukraine
PRINCIPLES OF CALCULATION OF THE PIEZOELECTRIC ELEMENTS WITH SURFACES PARTIAL ELECTRODES

COVERING
The sequence of computational procedures, which allows when calculating transfer characteristics to use the full range of physical,

mechanical and geometrical parameters of the piezoelectric element and the final value of the output electric impedance of the electrical
signals generator, is proposed. The method, which allows you to perform the real situation adequate assessment of the connectivity effect of
elastic and electric fields in the case of their arbitrary distribution in the volume of vibrating piezoelectric element, is proposed. The formulated
complete set of boundary problems of technical electrodynamics and elasticity dynamic theory is the mathematical content of the energy-
power method of the piezoelectric elements physical state analysis in the regime of forced oscillations under the influence of the electrical
energy external source. The proposed sequence of computational procedures can be recommended as a theoretical basis for characteristics
calculating of the piezoelectric elements with partial surfaces covering by electrodes and microelectromechanical structures.

Keywords: piezoelectric element surfaces partial electrodes covering, microelectromechanical structures.
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