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К ОБОСНОВАНИЮ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
ПЛОСКОГО СОЕДИНЕНИЯ ТРЕХ ВОЛНОВОДОВ.

ЧАСТЬ I. E -ПЛОСКОСТНАЯ ЗАДАЧА
В статье предложена и обоснована математическая модель сочленения трех волноводов в E-плоскости. Контур соединительной

полости рассматриваемого волноводного трансформатора имеет форму произвольного треугольника. Задача рассеяния волноводных
мод формулируется в виде краевой задачи для уравнения Гельмгольца с граничными условиями Неймана на стенках узла, условиями
излучения в волноводах и условием на ребре. Модель основывается на специальном представлении искомой компоненты поля внутри
треугольной области в виде суммы тригонометрических рядов, полученных с помощью метода произведения областей. Предлагается
рассматривать блоки матрицы бесконечной системы линейных уравнений, которая возникает в ходе решения задачи, в качестве
операторов в пространстве абсолютно сходящихся рядов 1l . Продемонстрировано, что каждый такой оператор, описывающий
взаимодействие сторон треугольника, может быть записан в виде суммы вполне непрерывного оператора и оператора сжатия.

Показано, что в пространстве последовательностей 111
)3(

1 llll ⊕⊕=  исследуемая система может интерпретироваться в качестве
функционального уравнения с фредгольмовым оператором и что для почти всех значений частотного параметра такое уравнение

единственным образом разрешимо в )3(
1l  методом усечения, сходящимся по норме этого пространства.

Ключевые слова: волноводные неоднородности, метод произведения областей, матрично-операторные уравнения.

НОМЕНКЛАТУРА
МОМР – метод обобщенных матриц рассеяния;
СЛАУ – система линейных алгебраических уравне-

ний;

1l  – пространство последовательностей { }ns=s  таких,

что ∞<∑
∞

=0
||

n
ns ;

2
~
l  – пространство последовательностей { }ns=s  та-

ких, что ∞<+∑
∞

=
nss

n
n

1

22
0 |||| ;

YX ⊕  – прямая сумма линейных пространств X  и Y;
)(xO   – символ порядка: если ))(()( xgOxf =  при

ax → ,  то существует постоянная C  такая, что
|)(||)(| xgCxf ≤  при ax → ;

i  – мнимая единица;
cc Im,Re  – действительная и мнимая части комплек-

сного числа c;
mnδ  – символ Кронекера;

tie ω  – временная зависимость монохроматическогоо
процесса;

ω – круговая частота колебаний;
00 ,με  – электрическая и магнитная постоянные;

με,  – относительные диэлектрическая и магнитная
проницаемости, предполагается 1=μ ;

χ – волновое число, 00μμεεω=χ ;
zyx ,,  – декартовы координаты.

ВВЕДЕНИЕ
При исследовании волноводных структур широко

используется их расчленение на отдельные элементы с
последующим использованием метода сшивания,
МОМР и других подходов [1, 2]. Прием успешно работа-
ет, если характеристики рассеяния элементарных блоков,
возникающих после сегментации, могут быть рассчита-
ны с помощью высокоточных численно-аналитических
методов. Примером может служить решение методом
полуобращения обширного класса задач, геометрия ко-
торых допускает разбиение на регулярные участки вол-
новодов и прямоугольные треугольники [3, 4].
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В работах [5, 6] (см. также их библиографию) нами
изучались возможности математического моделирова-
ния весьма гибких автономных блоков, образованных
путем вычленения элементарных областей, ограничен-
ных произвольными треугольниками. Отличительной
особенностью рассмотренных моделей являлось пред-
ставление искомой компоненты поля внутри треуголь-
ной области в виде тригонометрических рядов, получен-
ных на основе метода произведения областей [7]. Как
правило, достоверность получаемых результатов конт-
ролировалась с помощью различных тестов, однако все
детали их формального обоснования не обсуждались.
В [8], где дано строгое обоснование алгоритмов, предло-
женных для случая, когда треугольная область связи со-
единена с двумя волноводами, этот пробел был частич-
но заполнен. В настоящей работе такое обоснование
приводится для аналогичной конфигурации с тремя вол-
новыми каналами. Узел является ключевым, так как пу-
тем последовательного присоединения к апертурам по-
лости закороченных волноводов нулевой длины он по-
зволяет получать в рамках МОМР матрицы рассеяния
треугольной области как с двумя, так и с одним волно-
водными плечами. Подобно [8], СЛАУ, которая возника-
ет при решении задачи рассеяния собственных волн вол-
новодов на их соединении, рассматривается в качестве
операторного уравнения в пространстве последователь-

ностей 111
)3(

1 llll ⊕⊕= . В первой части работы обсуж-
дается модель E-плоскостной конфигурации.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Сечение структуры плоскостью z=const показано на

рис. 1. Будем считать, что она представляет собой раз-
ветвление бесконечных вдоль оси z плоскопараллельных
волноводов и заполнена однородным диэлектриком с
относительной диэлектрической проницаемостью ε. (Пе-
реход к случаю прямоугольных волноводов хорошо из-
вестен [9]). Треугольник является невырожденным,

т. е. ∗α<δ j
j

min , δ−<α∗ 1max j
j

, где 0>δ , 
π

α
=α∗ j

j , а jα  –

внутренний угол, отвечающий вершине jM . В дополне-

ние к основной системе координат ),( yx  для каждой сто-

роны треугольника jS ( 3,1=j ) длиной ja2  введена ло-
кальная система ),( jj yx   так, что начало ее отсчета jO

Рисунок 1 – Геометрия задачи

находится в центре jS , а ось jj yO  направлена внутрь

соединительной полости Ω . Перпендикулярно к сторо-
нам jS  присоединены полубесконечные  волноводы

}0,:),{( <<<−= jjjjjjj yaxayxW .
Со стороны плеча p  соединение возбуждается r -й

собственной волной единичной амплитуды, имеющей
лишь магнитную составляющую вдоль оси z . Задача
состоит в отыскании единственной ненулевой z -компо-
ненты электромагнитного поля ti

z ueH ω= . Введем обо-
значения: Ω∈∀≡Ω ),( yxuu , j

j Wyxuu ∈∀≡ ),()( ,
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Функция u должна удовлетворять двумерному урав-
нению Гельмгольца

02 =χ+Δ uu , (2)
однородным граничным условиям Неймана на контуре
узла, условиям сопряжения полей в апертурах соедини-
тельной полости
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условию конечности энергии поля, запасенной в любой
ограниченной подобласти (условию на ребре) и услови-
ям излучения в волноводах
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)()()()( )()(
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γγ− ϕ+ϕδ=
n
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3,1,),( =∈ sWyx sss . (4)

При 0Im ≤ε  существует единственное решение этой
задачи для всех значений частоты 0>ω , исключая неко-
торое счетное множество точек [10]. В последующем
мы рассматриваем только те значения ω, при которых
граничная задача однозначно разрешима.

2 СЛАУ. ЕДИНСТВЕННОСТЬ ЕЕ РЕШЕНИЯ

Следуя методу произведения областей [7], Ωu  запи-
шем в виде

∑∑
∞

=
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Ω

=
ΩΩ ϕ==

0

)()()(
3

1

)( )(
)(,

n
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nexDuuu . (5)

Бесконечные вектор-столбцы коэффициентов разложе-

ний { })()( s
n

s A=A  и { })()( j
n

j D=D  подлежат определению.
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)( )(
)( , по кото-

рым в (5) производится разложение, линейно независима за
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исключением некоторого счетного множества значений ω
[11].  Это множество также исключается из рассмотрения.

Подставив выражения (4), (5) в (3) и воспользовав-

шись ортогональностью системы функций { })()(
s

s
n

C xϕ
на интервале ),( ss aa− , мы получим бесконечную СЛАУУ
относительно коэффициентов разложений:
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, (9)

mme 01 δ+= , ∞= ,0m  и 3,1=s .

Вне соединительной полости условие конечности
энергии в ограниченной области будет выполняться,

если вектор-столбец { })()( s
n

s A=A  удовлетворяет условию

2
)( ~

ls ∈A  [3]. В соединительной полости мы усилим это

требование, наложив его на каждую из функций )(suΩ  в

отдельности, что приводит к 2
)( ~

ls ∈D . Более того, мы

предположим, что 21
)()( ~

, llss ⊂∈DA . Существование

соответствующих последовательностей )()( , ss DA  следу-
ет из устанавливаемой ниже разрешимости СЛАУ, по-
рождаемой граничными условиями.

Матричные уравнения (6) и (7) образованы путем при-
равнивания коэффициентов разложений величин, входя-
щих в левые и правые части равенств (3), по функциям

системы { })()(
s

s
m

C xϕ . Если 1
)()( , lss ∈DA , то разложения
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∞

=
ϕ=

0
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Cs
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s xAu

s
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=
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s
s

m
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m
S

s xDu
s

равномерно сходятся к своим суммам, являясь их рядами
Фурье. Аналогичный факт имеет место и для разложения

по тем же функциям величины ∑
≠

ΩΩΩΩ =−≡
sl

lss uuuu )()()(ˆ  в

силу ее абсолютной непрерывности на sS . (При 1
)( ll ∈D

условие интегрируемости на sS  модуля производной

s

l

x
u
∂

∂ Ω
)(

 (а также 
s

l

y
u
∂

∂ Ω
)(

) легко проверяется). Отсюда выте-

кает [12], что равенство Фурье-коэффициентов величин,
входящих в первое граничное условие в (3), означает ра-
венство самих этих величин всюду на sS .

Отметим, что углы при ребрах конфигурации меньше
π2 . Поэтому, исходя из известного [1] поведения компонен-

ты поля zH  в их окрестностях, можно заключить, что нор-
мальные производные, входящие в (3), на интервале ),( ss aa−
являются квадратично интегрируемыми. Из интегрируемо-

сти на sS  производных 
sy

u
∂
∂ Ω

 и )(
)(

sl
y

u

s

l
≠

∂
∂ Ω

 следует, что ио и

величина 
s

s

y
u
∂

∂ Ω
)(

должна быть интегрируемой.

Таким образом, если бесконечная СЛАУ (6),(7) име-
ет решение )3,1(, 1

)()( =∈ slss DA , то после его подста-
новки в (4), (5) первое из условий (3) будет выполняться в
каждой точке апертур 1S , 2S  и 3S . Из (7) и полноты систе-

мы { })()(
s

s
m

C xϕ  в пространстве суммируемых функций

),( ss aaL −  вытекает, что почти всюду на sS  будет выпол-л-
няться также и условие, накладываемое на нормальную
производную функции u. Тем самым формулами (4),(5)
задается величина, удовлетворяющая как уравнению
Гельмгольца, так и всем требуемым условиям на грани-
це. Это означает, что СЛАУ может иметь в 1l  не более
одного решения, так как противоположное предполо-
жение противоречит теореме единственности решения
рассматриваемой краевой задачи.

Далее вместо системы (6), (7) мы будем изучать эквива-
лентную систему, состоящую из матричного уравнения
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появляющегося после вычитания (7) из (6), и пересчет-
ной формулы

∑ ∑
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полученной после сложения этих уравнений и позволя-
ющей определять последовательности коэффициентов

)(sA  по известным )(lD .
3 АНАЛИЗ МАТРИЧНЫХ ОПЕРАТОРОВ.

РАЗРЕШИМОСТЬ СЛАУ
Будем рассматривать бесконечные матрицы

)ˆ(ˆ )()( sl
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sl qQ = , )ˆ(ˆ )()( sl
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sl pP =  и )ˆˆ(
2
1ˆ )()()( slslsl PQF −=

( ls ≠ ) в качестве операторов в пространстве последова-

тельностей 1l . Ниже 1
|||||||| l⋅≡⋅ , а норма некоторого мат-т-

ричного оператора 11:)( llaA mn →=  определяется фор-

мулой ∑
∞

=∞<≤
=

00
||sup||||

m
mn

n
aA  (см. [13]). Известно [14], чтоо
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для того, чтобы ограниченный матричный оператор был
ω-непрерывным (частный случай полной непрерывно-
сти), необходимо и достаточно, чтобы
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Учитывая, что

2313112 sincos)( ayxax −α+α−= ,

313112 cossin)( α−α−= yxay , (15)

а также известные [15] формулы интегрирования, мы
получим

[ ]
⎩
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mn ne
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q 12
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a
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a
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2
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Введем обозначения )ˆ(ˆ )12(0)12(0
mnqQ = ,

)ˆ(ˆ )12(0)12(0
mnpP =  и )ˆˆ(

2
1ˆ )12(0)12(0)12(0 PQF −= , гдеде

   
+ΨΓ

−
= mnn

m

mn a
q 00

1

)12(0
2

)1(ˆ , 
−ΨΓ

−
−= mnn

m

mn a
p 00

1

)12(0
2

)1(ˆ ,

n
mn

m

mn
a

f Γ
Φ

−
=

+
0

0
1

)12(0

2
)1(ˆ , (18)

и представим операторы )12(Q̂ , )12(P̂ , )12(F̂  суммами
)12(0)12()12( ˆˆˆ QQQ C += ,  )12(0)12()12( ˆˆˆ PPP C +=  и

)12(0)12()12( ˆˆˆ FFF C += , где )ˆˆ(
2
1ˆ )12()12()12( PQF CCC −= .

Запишем элементы матрицы )12(0)12()12( ˆˆˆ QQQC −=  в

виде

{

[ ] .)]([sin
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π
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m
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e
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e
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(19)

Будем рассматривать матрицу )12(Q̂C  как сумму

матриц, элементы которых определяются отдельными
слагаемыми в правой части (19). С учетом формулы (А1),
полученной в приложении, ясно, что верхняя грань

=
ΨΛΠ−ΛΓ∑

∞

=

+Γ−

∞<≤ 0 1

02

2
)sincos(sup

1

m m

mn
a

nnnn

nk ae
e n

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
Ψ

ΛΠ−ΛΓ
= ∑

∞

=

+
Γ−

∞<≤ 1

0

1

2

2

sincos
sup

1

m
mn

a
nnnn

nk a

e n

достигается при конечных значениях n  и стремится к
нулю, когда ∞→k . Это значит, что соответствующее сла-
гаемое в (19) задает ω-непрерывный матричный опера-
тор. С помощью формулы (А5) устанавливаем также ω-
непрерывность оператора, определяемого слагаемым

m

mn
a

n

ea
em n

2
1

02

4
sin 1 −Γ− ΨΛπ . Несложно показать, что таковы-

ми будут и операторы, чьи матричные элементы вклю-

чают разности ++ ΨΓ−ΨΓ mnnmnn
00 , ++ Ψ−Ψ mnmn

0  и

−− Ψ−Ψ mnmn
0 . Таким образом оператор )12(Q̂C  является

ω-непрерывным. Из формул (18) и (А1) также следует
ограниченность оператора )12(0Q̂ . В такой же способ
устанавливаем ω -непрерывность оператора )12(P̂C , а
стало быть и )12(F̂C , и ограниченность оператора )12(0 P̂ ,
а значит и )12(0F̂ .



           11

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2015. № 3
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2015. № 3

Найдем далее предел

.
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 (20)

Последнее выражение может быть заменено некоторым
интегралом, значение которого известно [16], а именно,

*
3

0
2

2

1
3

2

122

31

0

)12(0

cos2

sin
|ˆ|lim α=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+α+

π
α

= ∫∑
∞∞

=∞→

a
a

a
avv

dv
a

a
f

m
mn

n
. (21)

Заметим, что монотонность подынтегральной функ-
ции, являющаяся одним из условий перехода от предела
к интегралу, существенна лишь для больших значений
переменной интегрирования (см. [17], решение задачи
30 из второго отдела). Значит, для любого 0~ >ε  суще-
ствует конечное число 12N  такое, чтоо

ε+α<∑
∞

=

~|ˆ| *
3

0

)12(0

m
mnf

12Nn ≥∀  и ε+α< ∗ ~||ˆ|| 3
)12(0

12NRF .

Вычисление значений )21(ˆmnq  и )21(ˆmnp  показывает, чтоо
они могут быть найдены из (16) и (17) путем перестано-

вок 21 aa ↔ , )2()1(
kk γ↔γ  и умножения полученных вы-

ражений на nm+− )1( . Предел ∑
∞

=∞→ 0

)21(0 |ˆ|lim
m

mn
n

f  совпадает

с (21). Отсюда следует, что для всякого 0~ >ε  найдется

число 21N  такое, что ε+α<∑
∞

=

~|ˆ| *
3

0

)21(0

m
mnf

21Nn ≥∀  и

ε+α< ∗ ~||ˆ|| 3
)21(0

21NRF . Если l  номер стороны треуголь-
ника, следующей за s -й стороной против часовой стрел-

ки, то значения )(ˆ sl
mnq  и )(ˆ sl

mnp  могут быть получены из
формул (12)–(17), заменяя в правых их частях индексы 1
на s , 2 на l , а угол 3α  на угол между сторонами s  и l .
Если l-я сторона предшествует s -й стороне, то значе-
ния )(ˆ sl

mnq  и )(ˆ sl
mnp  получаются за таким же принципом из

формул для )21(ˆmnq  и )21(ˆmnp .
Обобщая полученные результаты, можно утверждать,

что ∀ 0~ >ε  существуют числа )(max sl
ls

l NN
≠

=  такие, что

имеют место представления

)()()( ˆˆˆ slBslFsl FFF += , ε+α< ∗ ~||ˆ|| )(
k

slBF , lsk ,≠ . (22)

Здесь 
lN

slslB RFF )(0)( ˆˆ = , а оператор

lN
slslCslF PFFF )(0)()( ˆˆˆ +=  является ω-непрерывным в силу

ω-непрерывности первого слагаемого и конечности lN .

Введем прямую сумму 111
)3(

1 llll ⊕⊕= , а также тож-

дественный оператор ),,()3( IIIdiag=I )3(
1

)3(
1: ll → .

Пусть 1
)3()2()1( , l∈xx,x  и )3(

1
)3()2()1( ),,( lT ∈= xxxx , гдеде

T  – транспонирование. Снабдим )3(
1l  нормой

∑
=

=
3

1

)(
3 ||||||||

k

kxx . Тогда для нормы некоторой оператор-

ной матрицы )3(
1

)3(
1

)( :)( llA sl →=A  справедлива оценка

∑
=≤≤

≤
3

1

)(
31

33 ||||max||||
s

sl
l

AA .

Будем рассматривать систему (10) как одно функци-

ональное уравнение в )3(
1l :

HDFBIKD =++≡ )( )3( , (23)

где T),,( )3()2()1( DDDD = , T),,( )3()2()1( hhhH = ,

)3,1()ˆ( )()( == sh s
m

sh  – векторы-столбцы правых частей,
а операторные матрицы FB,  имеют вид

.
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 (24)

Заметим, что из предположений, сформулированных
ранее, вытекает, что если уравнение (23) имеет решение,
то оно единственно или, что одно и то же, однородное
уравнение имеет только тривиальное решение.

Матрица F представляет собой вполне непрерывный

оператор )3(
1

)3(
1 ll → , что следует из вполне непрерыв-

ности )(slF  в 1l ls,∀ .  Оценим норму оператора B:

.2/~1~21~2min1

~2)1(max~2maxˆmax

*

**)(
33

δ<ε∀<ε+δ−<ε+α−=

=ε+α−=ε+α≤= ∑∑
≠≠

l
l

l
lls

s
lls

slB
l

FB

 (25)

Таким образом, взяв числа lN  достаточно больши-
ми, убеждаемся, что оператор GBI ≡+)3(  непрерывно
обратим, а значит оператор FGK +=  фредгольмов и,
так как )3(

1l∈H , уравнение (23) в силу альтернативы
Фредгольма [18] имеет единственное решение.

4 ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕДУКЦИИ

Введем проекторы ),,(
321

)3(
nnnn PPPdiag=P ,

)3()3()3(
nn PIR −= , где ∞→321 ,, nnn , когда ∞→n . Имеютт
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место свойства )3(2)3(
nn PP = , 1|||| 33

)3( =nP  и

0|||| 3
)3( ⎯⎯ →⎯

∞→nn xR )3(
1l∈∀x . Пусть, )3(

1
)3( lX nn P=  –

подпространства в )3(
1l , nn X∈D  и BPB )3(

nn = . Ясно, что

nn XX ≠G  и nnnnnn DGDBIGDP ≡+= )( )3( . Поло-

жим )3,1( =≥ jNn jj  и рассмотрим наряду с точным урав-
нением (23) полученные из него усеченные уравнения

HPDFPGDK nnnnnn =+≡ )( . (26)

Поскольку 1|||||||| 3333 <≤ BBn ,  то операторы

nnn XX →:G  непрерывно обратимы, а обратные опе-
раторы ограничены по норме в совокупности:

3333
33

1
||||1

1
||||1

1||)(||
BB

G
−

≤
−

≤−

n
n . (27)

Полагая )3(
1lYX ==  в условиях известной теоремы

([19], теорема 6.2) и принимая во внимание свойства
операторов nPFGK ,,,  и nG , мы приходим к заключе-
нию, что для достаточно больших значений n системы
(26) однозначно разрешимы и имеет место сходимость
последовательности приближенных решений

HPKD nnn
1* −=  к точному решению HKD 1* −= :

( ) 0||||||||inf|||| 3
*

3
*

3
** ⎯⎯ →⎯=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

∞→∈ nnn
X

n OO
nn

DRDDDD
D . (28)

По известным *
nD  приближенные значения амплитудд

рассеянных волноводных мод могут быть найдены с по-
мощью пересчетных формул

s
sl

n

k

l
k

sl
mk

sl
mk

s
m nmsDpqA

l
,0,3,1,]ˆˆ[

2
1

0

)(*)()()(* ==+= ∑ ∑
≠ =

, (29)

следующих из (11).
ВЫВОДЫ
Рассмотрена задача рассеяния волн в однородно заполненном

E-плоскостном соединении трех волноводов с областью связи,
ограниченной произвольным треугольником. Исследованы свой-
ства матрицы бесконечной системы линейных уравнений, появля-
ющейся при применении для анализа такой структуры метода про-
изведения областей. Показано, что каждый блок  матрицы, описы-
вающий взаимодействие сторон треугольника, являет собой
ограниченный матричный оператор 11 ll → . Этот оператор может
быть представлен в виде суммы вполне непрерывного оператора
и оператора сжатия, причем норма последнего не превышает неко-
торой величины, которая известным образом зависит от угла меж-
ду сторонами. Бесконечную СЛАУ задачи предложено рассмат-
ривать в качестве операторного уравнения в пространстве после-

довательностей 111
)3(

1 llll ⊕⊕= . Показано, что для почти всех
значений частотного параметра 0>ω  это уравнение может иметь
не более одного решения. Обоснована фредгольмовость рассмат-
риваемого матричного уравнения и его разрешимость. Доказано,
что решение системы может быть найдено методом редукции, схо-

дящимся по норме пространства )3(
1l .
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Воспользовавшись формулой 5.1.25(3) из [16], оце-

ним суммы рассмотренных ниже рядов. Предполагает-
ся, что π<α< 30  и 1≥n .
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Так как 100 ≥∀Ψ<Ψ +− mmnmn , то нижеследующий ряд

сходится и его сумма nκ  удовлетворяет неравенствуу
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Из определения +Φmn
0  и −Φmn

0  следует, что при 1≥mn

3
21

2
00 cosα

π
=Φ−Φ −+

aa
mn

mnmn , (А3)

.|cos|
222

|cos|
222

3
21

22

2

2

1

3
21

22

2

2

1

00

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
α

π
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
×

×
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
α

π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
=ΦΦ −+

aa
mn

a
n

a
m

aa
mn

a
n

a
m

mnmn

 (А4)

Поэтому
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ДО ОБҐРУНТУВАННЯ ОДНІЄЇ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ПЛОСКОГО З’ЄДНАННЯ ТРЬОХ ХВИЛЕВОДІВ. ЧАСТИ-
НА I. E-ПЛОЩИННА ЗАДАЧА

У статті запропонована і обґрунтована математична модель зчленування трьох хвилеводів в E -площині. Контур з’єднувальної порож-
нини хвилеводного трансформатора, що розглядається, має форму довільного трикутника. Задача розсіювання хвилеводних мод форму-
люється у вигляді крайової задачі для рівняння Гельмгольца з межовими умовами Неймана на стінках вузла, умовами випромінювання в
хвилеводах та умовою на ребрі. Модель ґрунтується на спеціальному зображенні шуканої компоненти поля всередині трикутної області
в вигляді суми тригонометричних рядів, отриманих за допомогою методу добутку областей. Пропонується розглядати блоки матриці
нескінченної системи лінійних рівнянь, яка виникає в ході розв’язування задачі, в якості операторів в просторі абсолютно збіжних рядів 1l .
Продемонстровано, що кожний такий оператор, який описує взаємодію сторін трикутника, може бути записано в вигляді суми цілком

неперервного оператора та оператора стиснення. Показано, що в просторі послідовностей 111
)3(

1 llll ⊕⊕=  досліджувана система може
бути інтерпретована в якості одного функціонального рівняння з фредгольмовим оператором і що майже для всіх значень частотного

параметра отримане рівняння єдиним чином розв’язне в )3(
1l  методом зрізання збіжним за нормою цього простору..

Ключові слова: хвилеводні неоднорідності, метод добутку областей, матрично-операторні рівняння.
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ON JUSTIFICATION OF A MATHEMATICAL MODEL FOR A PLANAR JUNCTION OF THREE WAVEGUIDES.

PART I. E-PLANE PROBLEM
In the paper, a mathematical model of an E-plane junction of three waveguides has been presented and justified. The coupling cavity of

the waveguide transformer in question has an arbitrary triangular shape. The problem of scattering of waveguide modes is formulated in the
form of a boundary-value problem for the Helmholtz equation with Neumann boundary conditions on the periphery of the unit, radiation
conductions in the waveguides and with the edge condition. The model is based on the specific trigonometric-series expansions of the field in
the triangular connecting region, which are constructed using the domain-product technique. It is suggested to consider the blocks of the matrix
of the infinite system of linear equations, which arises in the course of solving the problem, in the capacity of operators in the sequence space
of absolutely convergent series 1l . It has been demonstrated that each such operator, describing the interaction of sides of the triangle, can be
represented as a sum of a completely continuous operator and the contraction operator. It has been shown that in the space of sequences

111
)3(

1 llll ⊕⊕=  the investigated system presents a functional equation with the Fredholm operator and that for almost all values of the

frequency parameter the resulting equation is uniquely solvable in )3(
1l  by means of the truncation method convergent in the norm of this space.

Keywords: waveguide discontinuities, domain-product technique, matrix-operator equations.
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