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МЕТОД ФОНОВОЙ СЕТКИ ДЛЯ ТРИАНГУЛЯЦИИ ДВУМЕРНЫХ
ОБЛАСТЕЙ ПРИ ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ПОДХОДЕ

В статье рассмотрена проблема построения дискретных моделей на базе треугольных элементов для геометрических областей
сложной формы. Для представления геометрических областей используется функциональный подход на базе теории R-функций В.
Л. Рвачева. В основе функционального подхода лежит использование неявных функций и логических операций над ними. Использование
функционального подхода требует учета его особенностей при построение дискретных моделей. При таком подходе для определения
принадлежности точки области необходимо вычислить значение функции в этой точки. Поэтому использование классических
методов триангуляции, основанных на использовании множества опорных узлов, менее эффективно. При использовании методов на
основе фоновой сетки элементы строятся непосредственно в геометрической области. Внутренние элементы фоновой сетки формируют
начальную сетку, затем производится адаптация к границам области. Полученные сетки после сглаживания будут близкими к
равномерным при использовании структурированных сеток в качестве фоновых.
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НОМЕНКЛАТУРА
Ω  – некоторая двумерная область;

( )yx,F  – неявная функция, представляющая двумер-
ную область;

x – абсцисса точки;
y – ордината точки;
ix  – значение i-й неявной функции;
ir  – внутренний радиус кольцевой области;

or  – внешний радиус кольцевой области;
m – количество элементов в дискретной модели;

( )210 i,i,i,i p,p,p=t  – вершины i-го треугольного эле-
мента;

( )ji,ji,ji, y,x=p   – координаты j-го узла i-го элемента;а;
lk,e  – k-е ребро, инцидентное узлу lp ;

( )en  – операция вычисления нормали к ребру с уче-
том направления обхода; узлов треугольника, которому
принадлежит ребро;

xh  – шаг фоновой сетки вдоль оси абсцисс;

yh  – шаг фоновой сетки вдоль оси ординат;

( )BA,deledge  – операция удаления из сетки ребра,
образованного вершинами A и B;

w – ширина прямоугольной области;
h  – высота прямоугольной области;
r  – радиус круговой области;

gn  – количество полос в модели зубчатого колеса.
ВВЕДЕНИЕ
Важной частью проектирования сложных инженер-

ных объектов и систем является исследование их эксплу-
атационных характеристик (например, прочности, устой-
чивости). Для исследования сложных объектов зачастую
на практике используют численные методы, в основе
которых лежит идея перехода от аналитической модели к
ее дискретному аналогу – дискретной модели. Для мо-
делирования объектов постоянной толщины (балок, плит,
платин – объектов, объемными эффектами в которых
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можно пренебречь) используются двумерные дискрет-
ные модели. Одной из наиболее распространенных форм
двумерных элементов являются треугольники. При этом
для автоматической генерации дискретных моделей не-
обходимо представить информацию о геометрической
структуре объекта в «понятной» компьютеру форме.
Одним из распространенных здесь является функцио-
нальный подход с использованием неявных математи-
ческих функций и аппарата  теории R-функций
Рвачева В. Л. для логического конструирования моделей
сложных геометрических объектов.

Объектом исследования является процесс построе-
ния моделей сложных геометрических объектов.

Предмет исследования составляют методы построе-
ния дискретных моделей.

Целью данной работы являлась разработка метода, по-
зволяющего строить дискретные модели двумерных гео-
метрических объектов, представленных функционально.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть исходная область Ω  представлена неявной дей-

ствительной функцией ( )yx,F . Причем ( ) 0<yx,F  во

внутренних точках Ω, ( ) 0>yx,F  во внешних для Ω  точ-
ках и, соответственно, ( ) 0=yx,F  на границе области.
Задача состоит в разработке способа построения покры-
тия треугольниками области Ω.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Сегодня достаточно развиты методы построения три-

ангуляции Делоне для исходного множества точек, де-
тальный анализ которых проведен в работах А. В. Сквор-
цова [1–2]. Эти методы получили свое применение в за-
дачах компьютерной графики и геоинформационных
системах. Однако их применение при функциональном
подходе требует построения множества опорных точек,
что является самостоятельной сложной задачей.

Также разработаны способы и методы построения
триангуляции Делоне для областей, представленных мно-
гоугольниками или планарными графами [3–6]. В этой
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группе методов наибольшее распространение получи-
ли модификации метода Рапперта [5], которые по сути
являются способами повышения качества сетки, сгене-
рированной для исходной области.

Методы подвижного фронта [7–8] основаны на идее
послойного заполнения исходной области элементами
треугольной формы. Исходной информацией для них
является дискретная модель границы области. Данные
методы весьма универсальны, однако необходимо от-
метить их высокую ресурсоемкость и относительно низ-
кую скорость работы.

Другая группа методов генерации сеток базируется
на использовании базовой или фоновой сетки с адаптаци-
ей приграничных узлов к границам области [9–11]. Фоно-
вая сетка может быть относительно просто сгенерирова-
на (например, структурированная сетка), при этом накла-
дывается единственное требование: размер ячеек на
границе должен быть меньше минимальной геометри-
ческой особенности области. Для построения неравно-
мерных фоновых сеток используется метод Quadtree [12].
На этапе адаптации здесь распространено использование
граничной коррекции узлов [9]. Основным недостатком
является возможность получения «плохих» или вырож-
денных элементов около границы области.

Исследования в области построения R-функций для
представления сложных геометрических объектов про-
ведены академиком В. Л. Рвачевым и его учениками [13–
15]. Существующее работы [16–17] по решению задачи
построения триангуляций геометрических объектов,
представленных функционально, основаны на последо-
вательном построении опорного множества точек на
границе области и триангуляции Делоне на базе суще-
ствующих методов.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Функциональный подход предполагает использова-

ние неявных математических функций для представле-
ния геометрических объектов. Простейшие формы (при-
митивы) представляются элементарными функциями.
Например, функция

( ) 222circle yxrry,x, −−≡ (1)

соответствует области, ограниченной окружностью ра-
диуса r  с центром в начале координат..

Для логического конструирования неявных функций, со-
ответствующим более сложным областям, используются сис-
темы R-функций [13–15]. Наиболее распространенная в прак-
тике моделирования геометрических объектов система R-фун-
кций 0ℜ  имеет вид

.
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Например, функция

( ) ( ) ( )iooi ryx¬ryxrryx ,,circle,,circle,,,annular ∧≡ .

соответствует кольцевой области (рис. 1а). Аналогично моде-
лируются трехмерные геометрические объекты.

Неявное представление дает правило для проверки при-
надлежности точки телу, но не позволяет явно перечислить
внутренние и граничные узлы. Для получения граничных уз-
лов, как правило, сканируют область с некоторым шагом и
затем в ячейках, содержащих и внутренние и внешние точки,
использует методы поиска корней функции. Следовательно, с
вычислительной точки зрения перспективным представляет-
ся разработка методов на базе фоновой сетки, что позволит
строить элементы уже на этапе сканирования области.

Общая идея метода заключается в использовании некото-
рой фоновой сетки, полностью покрывающей исходную об-
ласть. Фоновая сетка может быть сгенерирована достаточно
просто (например, равномерная сетка), но размер ячеек дол-
жен быть меньше соответствующих им геометрических осо-
бенностей. Затем все внешние ячейки удаляются, а оставшиеся
ячейки формируют начальную сетку (рис. 1б). Заключитель-
ным этапом является построение элементов в приграничном
слое (адаптация к границам, рис. 1в). Этот этап является наи-
более сложным. Здесь с учетом особенностей функционально-
го подхода к моделированию перспективным видится техника
изоморфизма, предложенная в работе [18] для построения
четырехугольников и шестигранников на основе метода су-
перпозиции.

Пусть фоновая сетка треугольных элементов представле-
на множеством

{ } .1,, m=it=M if

Рисунок 1 – Исходная область, начальная сетка и адаптированная сетка при 0,5=ri  и 1=ro : а – схема области,
б – начальная сетка, в – триангуляция

а б в
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Первым шагом является формирование начальной
сетки. Начальную сетку initialM  образуют внутренние
элементы:

( ){ }j>pFt=M ji,iinitial ∀0,: .
На втором шаге для каждого узла начальной сетки

строится нормаль. Нормаль к узлу начальной сетки оп-
ределим, как среднее арифметическое нормалей к реб-
рам (рис. 2), инцидентных в этом узле:

( ) ( )lk,
lk,lp

l e
e

n
k

=pn ∑
∈

1
.

На третьем шаге путем нахождения проекции нор-
мали на границу области строится множество изоморф-
ных точек. Необходимо отметить, что при функциональ-
ном представлении для нахождения изоморфных точек
могут использоваться методы двоичного поиска, золо-
того сечения и т. п., осуществляя поиск на отрезке длины

22
yx h+h . На этом этапе учитываются характерные точ-

ки: если на расстоянии Δ от изоморфной находится ха-
рактерная точка, то в качестве изоморфной использует-
ся соответствующая характерная точка.

Четвертым шагом является построение элементов в
приграничном слое. В результате третьего шага каждо-
му узлу на границе начальной сетки соответствует изо-
морфный на границе области, каждому граничному
ребру начальной сетки соответствует ребро на границе
области. Следовательно, для каждого граничного ребра
начальной сетки можно двумя способами построить
элементы (меняя направление диагонали, в четыреху-
гольнике, который образуют смежные вершины и изо-
морфные к ним). Из двух возможных способов форми-
рования треугольников (рис. 3) выберем тот, при кото-
ром в треугольниках отношение значений минимального
угла к максимальному будет наибольшим.

На четвертом шаге могут появляться вырожденные
или «плохие» элементы обусловленные возможностью

Рисунок 2 – Построение нормали в узле начальной сетки

Рисунок 3 – Способы формирования треугольников
в приграничном слое

совпадения или близкого (относительно размеров обла-
сти) расположения изоморфных узлов. Для решения за-
дачи устранения «плохих» элементов в приграничном
слое для соседних узлов А и В определим операцию

( ) ( ){ }B=A,BA,=BA, deledgejoin ,

В результате операции ( )BA,join  будут удалены треу-
гольники, для которых ребро AB является общим, узел А
будет совмещен с узлом В (схема-пример на рис. 4).

С учетом того, что вырожденные или «плохие» эле-
менты при таком подходе могут возникать только в при-
граничном слое, операция ( )BA,join  может применять-
ся только к элементам этого слоя, если расстояние меж-
ду двумя соседними узлами меньше Δ .

Параметр Δ на третьем и четвертом шагах является
ограничением на минимальный размер ребра. Данную
величину можно интерпретировать как параметр каче-
ства сетки. В общем случае его значение может быть
произвольной зависимостью от координат или разме-
ров соседних элементов. Например, в случае, если в ка-
честве фоновой использована равномерная сетка, то

можно принять 22δΔ yx h+h= , где значение δ в зависи-

мости от задачи изменяется от 0,2 до 0,5.
В случае, если узлы А и В одновременно принадле-

жат границе, то операция ( )BA,join  может быть моди-
фицирована следующим способом: оба узла А и В пере-
носятся в точку пересечения нормали к середине AB с
границей области, осуществляя таким образом местное
сглаживание.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для тестирования предложенного метода разработан

соответствующий модуль в системе автоматизирован-
ного проектирования на базе функционального подхода
(Свидетельство о регистрации авторского права на про-
изведение № 53829 от 24.02.2014). Разработка выполнена
с использованием языка программирования C++ (ком-
пилятор GCC) и библиотеки Qt для программирования
интерфейса пользователя. В тестовых примерах принято
значение параметра метода 0,4δ= .

Для анализа результатов работы предложенного под-
хода рассмотрим сетки, сгенерированные для чертежей
некоторых объектов. Для количественного анализа каче-
ства дискретной модели используем две метрики: 1) зна-
чение минимального угла элемента; 2) отношение ми-
нимального к максимальному углу на элементе. Обе эти
метрики взаимосвязаны: наличие острых углов (меньше

Рисунок 4 – Пример операции ( )BA,join



34

МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

15°) отрицательно влияет на вычислительный процесс в
методе конечных элементов; при этом чем ближе отно-
шение углов треугольника к единице, тем ближе он к
геометрически правильной форме.

1. L-область
Рассмотрим L-область, изображенную на рис. 5а. Эта

область может быть представлена функцией

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∨⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− hahyaxawaywx=ahwyx ,,

2
,

2
rect,,

2
,

2
rect,,,,lshape ,

где функция

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∧⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− 2

2
2

2

44
,,,rect yhxw=hwyx  (3)

соответствует прямоугольной области, центр масс кото-
рой совпадает с началом координат.

При использовании в качестве фоновой равномер-
ной сетки с количеством элементов 129×  для прямоу-
гольника [ ] [ ]0;400;30 ×  получено, что минимальный угол
принимает значения от 27,81° до 45,00° (рис. 5б) при этом
соотношение углов находится в диапазоне от 0,28 до 0,63
(рис. 5в).

2. Квадратная пластина с треугольным отверстием в
центре

а б в

Рисунок 5 – L-область: 30=w , 40=h , 10=a : а – чертеж области, б – распределение значений минимального угла, в – распре-
деление соотношения углов

Квадратная пластина с треугольным отверстием в
центре (рис. 6а) может быть представлена функцией

( ) ( ) ( ),3,,regular,,,rect,,,qplate ryx¬aayx=rayx ∧ ,

где функция

( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( ) n=ii
n

=r=yr=x

yyxxxxyy
xxxxxxyy

yyxxxxyy=nryx

iiiii

nnnnnn

…−

−−−−−∧
∧…∧−−−−−∧

∧−−−−−

−−

1,2,,12πα,αsin,αcos

,

,,,regular

11

232232

121121

 (4)

соответствует правильному n-угольнику с центром в
начале координат.

При использовании в качестве фоновой равномер-
ной сетки с количеством элементов 1010×  для квадратаа
[ ] [ ]20;2020;20 −×−  получено, что минимальный угол
принимает значения от 26,57° до 59,62° (рис. 6б) при этом
соотношение углов находится в диапазоне от 0,29 до 0,98
(рис. 6в).

3. Гайка
Двумерную область, подобную гайке (рис. 7а), так-

же можно представить при помощи формулы (4):

( ) ( ) ( )2121 ,,circle,6,,regular,,,nut ryx¬ryx=rryx ∧ .

а б
Рисунок 6 – Квадратная пластина: 40=a , 10=r : а – чертеж области, б – распределение значений минимального угла, в –

распределение соотношения углов

в
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При использовании в качестве фоновой равномер-
ной сетки с количеством элементов 1616×  для квадратаа
[ ] [ ]40;4040;40 −×−  получено, что минимальный угол
принимает значения от 30,00° до 56,93° (рис. 7б) при этом
соотношение углов находится в диапазоне от 0,29 до 0,86
(рис. 7в).

4. Планка
Контур специальной планки (рис. 8а), может быть

представлен формулой
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Рисунок 8 – Контур специальной планки при 20=h , 40=w , 15=R  и 7,5=r :
 а – чертеж области, б – распределение значений минимального угла, в – распределение соотношения углов

При использовании в качестве фоновой равномер-
ной сетки с количеством элементов 1527 ×  для прямоу-

гольника [ ] [ ]15;1520;35 −×−  получено, что минималь-
ный угол принимает значения от 29,29° до 54,42° (рис. 8б)
при этом соотношение углов находится в диапазоне от
0,26 до 0,83 (рис. 8в).

5. Зубчатое колесо
Примитивная модель зубчатого колеса (рис. 9), мо-

жет быть представлена выражением
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Рисунок 7 – Гайка: 401 =r , 202 =r :
а – чертеж области, б – распределение значений минимального угла, в – распределение соотношения углов

а б в
Рисунок 9 – Зубчатое колесо при 80=D , 60=d , 20=b  и 3=ng :

а – чертеж области, б – распределение значений минимального угла, в – распределение соотношения углов
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При использовании в качестве фоновой равномер-
ной сетки с количеством элементов 2020×  для квадратаа
[ ] [ ]40;4040;40 −×−  получено, что минимальный угол
принимает значения от 21,30° до 54,78° (рис. 9б) при этом
соотношение углов находится в диапазоне от 0,20 до 0,78
(рис. 9в).

6. Прокладка
Модель прокладки (рис. 10а) может быть представле-

на на базе формул (1) и (3):
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Рисунок 10 – Прокладка:
а – чертеж области, б – распределение значений минимального угла, в – распределение соотношения углов

1002 =h , 483 =h  соответствуют размерам на чертеже; па-

раметры ( )4/πcos31, −r=c x , ( )4/πsin31, −r=c y ,

( )4/πcos32, r=c x , ( )4/πsin32, r=c y , ( )4/3πcos33, r=c x ,

( )4/3πsin33, r=c y , ( )4/5πcos34, r=c x , ( )4/5πsin34, r=c y  –
центры четырех отверстий.

При использовании в качестве фоновой равномерной сетки
с количеством элементов 10249×  для прямоугольникаа
[ ] [ ]124;4040;40 −×−  получено, что минимальный угол прини-
мает значения от 23,74° до 58,75° (рис. 10б) при этом соотноше-
ние углов находится в диапазоне от 0,24 до 0,95 (рис. 10в).

На примере кольцевой области, изображенной на
рис. 1, исследуем влияние параметров сетки на ее качество.
Рассмотрим влияние количества элементов равномерной фо-
новой сетки (шага сетки) на распределение значений метрик,
описанных выше. На рис. 11а показано распределение значе-
ний минимального угла элемента, соответственно на рис. 11б
показано распределение значений соотношений углов. Из гра-
фиков видно, что значения минимального угла для сеток коль-
цевой области мало зависят от шага (густоты сетки) и колеб-
лются около 30°. Аналогичная ситуация со значениями метри-
ки отношения углов.

а

Рисунок 11 – Зависимость распределения метрик от шага сетки:
а – распределение значений минимального угла, б – распределение соотношения углов

а б
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Теперь рассмотрим влияния параметра δ на значения мет-
рики. Варьируем значения δ, считая, что используется равно-
мерная фоновая сетка 1616×  элементов для квадрата
[ ] [ ]1;11;1 −×− . Из рисунка 12 видно, что при 0δ=  возможно
появления вырожденных элементов, наибольшее значение ми-
нимального угла сетки получается при 0,5δ0,4 ≤≤ , при

0,5δ>  качество сетки ухудшается (при этом визуально выяв-
лены вырожденные элементы).

Для других тестовых примеров получены аналогичные изоб-
раженным на рис. 11–12 зависимости метрик от параметров.

Рисунок 12 – Зависимость распределения значений минималь-
ного угла от значения параметра δ

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Как видно из рис. 5–10 полученные сетки по качеству близ-

ки к сеткам (наименьшее значение минимального угла в эле-
менте сетки превышает 20 градусов), сгенерированным алго-
ритмами на основе метода Рапперта. Разработанный метод не
требует предварительного анализа исходной области и строит
сетку непосредственно на этапе сканирования, что позволяет
снизить затраты вычислительных ресурсов.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Предложенный метод в отличии от существующих работ

[16–17] для решения задачи построения триангуляций гео-
метрических объектов, представленных функционально, не
требует построения опорного множества точек на границе
области.

Недостатком предложенного метода является генерация
сеток, близких к равномерным при использовании равномер-
ных фоновых сеток. Однако, для генерации неравномерных
сеток могут быть использованы неравномерные фоновые сет-
ки, сгенерированные на основе метода Quadtree [12].

ВЫВОДЫ
В работе решена задача автоматического построения дву-

мерных дискретных моделей для геометрических объектов,
представленных функционально.

Научная новизна результатов, полученных в статье, со-
стоит в том, что впервые предложен метод для построения
триангуляции двумерных областей, представленных функци-
онально, использую непосредственное построение элементов
при сканировании исходной области, что позволяет снизить
требования к вычислительным ресурсам.

Практическая значимость полученных результатов
заключается в том, что разработано программное обес-
печение, реализующее предложенный метод, на основе
которого решены задачи исследования устойчивости
пластин и пологих оболочек с отверстиями нестандарт-
ной формы.

Перспективы дальнейших исследований состоят в
том, чтобы определить более точно определить опти-
мальные значения параметров метода. Также перспек-
тивой исследований является обобщение предложенно-
го метода для моделирования трехмерных объектов.
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МЕТОД ФОНОВОЇ СІТКИ ДЛЯ ТРІАНГУЛЯЦІЇ ДВОВИМІРНИХ ОБЛАСТЕЙ ПРИ ФУНКЦІОНАЛЬНОМУ ПІДХОДІ
У статті розглянута проблема побудови дискретних моделей на базі трикутних елементів для областей геометричних областей

складної форми. Для подання геометричних областей використовується функціональний підхід на базі теорії R-функцій В. Л. Рвачова.
В основу функціонального підходу покладено ідею використання неявних функцій та логічний операцій над ними. Використання
функціонального підходу потребує врахування його особливостей при побудові дискретних моделей. При такому підході для визна-
чення належності точки необхідно обчислити значення функції у цій точці. Тому використання класичних методів триангуляції,
основаних на використанні множини опорних вузлів, менш ефективне. При використанні методів на основі фонової сітки елементи
будуються безпосередньо в геометричній області. Внутрішні елементи фонової сітки формують початкову сітку, після чого відбуваєть-
ся її адаптація до границь області. Отримані сітки близькі до рівномірних – скінченні елементи приблизно однакового розміру.

Ключові слова: дискретна модель, сітка, трикутник, R-функція, фонова сітка.
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BACKGROUND GRID METHOD FOR PLANE SHAPES TRIANGULATION IN FUNCTIONAL APPROACH
In herein paper is described the problem of triangular mesh generation for complex geometrical domain. Functional approach is used for

a geometrical object representation. Vladimir Rvachev’s R functions are used also. Functional approach is based on implicit functions and
logical operations (negation, conjunction and disjunction) over these functions. Logical operation is a special real-value function that at inner
point is greater than zero and at outer point is less than zero. Thus standard triangulations techniques, which based on predefined boundary
discreet model, is less efficient. During background grid method for triangulation, triangles are built in domain directly. Presented method starts
with a mesh that can be relatively easy generated (e.g. uniform mesh). Next, initial mesh is defined as a set of all inner elements. The last one
generates a layer of elements near boundary (adaptation step). Adaptive method generates meshes that are close to uniform for structured
background grids.

Keywords: discreet model, mesh, triangle, R-function, background grid.
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