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СВЯЗЬ МЕЖДУ ПАРАМЕТРАМИ САМОПОДОБИЯ, УСТОЙЧИВОСТИ
И ДОЛГОСРОЧНОЙ ЗАВИСИМОСТИ ПРИРАЩЕНИЙ ФРАКТАЛЬНОГО

ДВИЖЕНИЯ ЛЕВИ
Рассмотрена задача поиска соотношений между параметрами самоподобия, устойчивости и долгосрочной зависимости

приращений фрактального движения Леви. В качестве меры взаимосвязи приращений предложено использовать показатели,
построенные с помощью модели симметричного перемешивания скрытых факторов, что позволило решить проблему неприменимости
корреляционного метода оценки таких приращений, вызванную отсутствием моментов распределения. Получена зависимость
показателя взаимосвязи соседних приращений от индексов устойчивости и самоподобия. Эта зависимость имеет вид алгебраического
уравнения, которое хоть в общем случае и не имеет явного решения, но легко решается численно. Предложена математическая
модель, позволяющая построить аналог дискретной автокорреляционной функции для фрактального движения Леви. Эта модель
имеет вид системы алгебраических уравнений. В работе показано, что все аналогичные зависимости, известные для частных случаев
процесса фрактального движения Леви, являются соответствующими частными случаями моделей, полученных в работе. Наличие
предложенных моделей позволяет определить любой из трех показателей (самоподобия, устойчивости и долгосрочной зависимости
приращений) по двум известным, что существенно упростит моделирование и исследование случайных процессов, имеющих вид
фрактального движения Леви.

Ключевые слова: фрактальное движение Леви, самоподобие, долгосрочная зависимость, устойчивые распределения, показатели
взаимосвязи.

НОМЕНКЛАТУРА
BM – броуновское движение (Brownian motion);
FBM – фрактальное броуновское движение (fractal

Brownian motion);
FLM – фрактальное движение Леви (fractal Lev    motion);
LP – процесс Леви (Lev   process);
LRD – долгосрочная зависимость приращений (long-

range dependency);
SaS – симметричное альфа-устойчивое (symmetric

alpha-stable) распределение;
SLP – устойчивый процесс Леви (stable Levэ process);
АКФП – автокорреляционная функция приращений;
НОР – независимые одинаково распределенные;
СПСФ  – симметричное перемешивание скрытых

факторов;
{ , }Corr x y  – коэффициент корреляции случайных ве-

личин ,x y;
( ; , )g x α γ  – плотность распределения случайной ве-

личины, следующей S Sα -закону;

ý
ý

H – показатель Херста;
Lα  – метрика пространства (по Минковскому);
G – диагональная матрица, задающая масштаб на-

блюдаемых случайных величин;
P – положительно определенная бисимметричная мат-

рица параметров модели характеристической функции;
1r  – коэффициент взаимосвязи двух соседних прира-

щений 1( , )r Hα ;
nr  – коэффициент взаимосвязи приращений, отстоя-

щих на n  шагов ( , )nr Hα ;
jkr  – показатель взаимосвязи j-й и k-й случайных ве-

личин;
nR∈u  – скрытые факторы модели СПСФ (в двумер-

ном случае ( , )Tu v=u );
nR∈x  – наблюдаемые случайные величины;

kX τ  – наблюдаемые значения (одномерного) случай-
ного процесса;

α  – показатель (индекс) устойчивости (0 2)< α ≤ ;
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γ  – параметр масштаба устойчивого распределения
( 0γ > );

kX τΔ  – приращения случайного процесса kX τ  на
шаге k;

θ – углы поворота косоугольной системы координатт
скрытых факторов относительно  прямоугольной декар-
товой системы;

( )tϕ  – характеристическая функция случайной вели-
чины, следующей S Sα -закону;

( )ϕ t  – характеристическая функция совместного рас-
пределения многомерной S Sα -величины;

1( )ψ t  – характеристическая функция совместного
распределения скрытых факторов.

ВВЕДЕНИЕ
Самоподобие является свойством, присущим широ-

кому кругу процессов и явлений естественнонаучного,
техногенного, информационного, экономического харак-
тера. Если при этом изучаемые процессы или явления
подвержены фактору случайности, то говорят о статис-
тическом самоподобии, то есть об инвариантности ста-
тистических характеристик случайных процессов отно-
сительно аффинных преобразований шкал измерения.
Исследование свойств самоподобных случайных процес-
сов представляет интерес как в теоретическом плане, так
и с точки зрения практического применения.

Стохастический процесс , 0tX t ≥  называется само-
подобным [1], если для любого вещественного значения

0a >  конечномерные распределения для atX  идентич-

ны конечномерным распределениям величины H
ta X :

{ } { }Law Law H
at tX a X= . (1)

Параметр H , называемый показателем Херста, представ-
ляет собой меру самоподобия стохастического процесса.

Другими важными свойствами, также присущими
многим процессам и явлениям, являются «тяжелые хво-
сты» распределений и долгосрочная зависимость при-
ращений (LRD) исследуемых процессов.

Объектом исследований настоящей работы является
случайный процесс, обладающий всеми тремя перечис-
ленными свойствами и носящий название фрактально-
го движения Леви (FLM). Предметом исследования яв-
ляются количественные соотношения между парамет-
рами самоподобия, устойчивости и долгосрочной
зависимости приращений FLM.

Свойства самоподобия, устойчивости и долгосроч-
ной зависимости приращений взаимосвязаны между
собой, в то же время вид этой зависимости в общем слу-
чае неизвестен. Что и обуславливает актуальность на-
стоящей работы, целью которой как раз и является уста-
новление количественных соотношений между парамет-
рами, характеризующими указанные свойства
исследуемого процесса.

Для достижения поставленной цели необходимо в
первую очередь описать исследуемые свойства количе-
ственно, т.е. параметризовать их. После этого следует
составить математическую модель, связывающую эти
параметры, и, в-третьих, построить и проанализировать

зависимость между исследуемыми параметрами, про-
истекающую из найденной математической модели.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Основная сложность в решении поставленной пробле-

мы, на взгляд автора, состоит в том, что свойство долго-
срочной зависимости приращений случайных процессов
принято описывать с помощью автокорреляционной фун-
кции самого случайного процесса, или его приращений.
В то же время, альфа-устойчивые случайные величины
(при 2α ≠ ) не обладают моментами второго порядка, а
значит, такой подход в этом случае неприменим.

Таким образом, первой подзадачей, решаемой в на-
стоящей работе, является выбор показателей, пригодных
для описания явления взаимосвязи величин, следующих
устойчивому распределению. Такие показатели, очевид-
но, должны быть инвариантны к наличию или отсутствию
моментов распределения и в то же время, для частного
(гауссовского) случая 2α =  должны совпадать с соот-
ветстствующими показателями взаимосвязи гауссовских
случайных величин.

Второй подзадачей, решаемой в данной работе, явля-
ется построение математических моделей, связывающих
показатели устойчивости (α), самоподобия (H) и коэф-ф-
фициенты взаимосвязи двух соседних ( 1r ), или отстоя-
щих на n  шагов ( nr ) приращений FLM. Очевидно, что
зависимости 1( , )r Hα , ( , )nr Hα , следующие из предлага-
емых общих моделей, должны совпадать с аналогичны-
ми зависимостями в тех частных случаях FLM, для кото-
рых они уже известны.

Получение этих зависимостей, их визуализация и анализ
свойств являются третьей подзадачей настоящей работы.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Простейшим самоподобным случайным процессом

(1) является броуновское движение (для которого ½H = ),
обладающее такими свойствами, как [2] нулевое начало,
стационарность приращений, стохастическая непрерыв-
ность траекторий, независимость приращений, гауссо-
вость приращений. Первые три из перечисленных свойств
являются общими для всех моделей, рассматриваемых в
настоящей работе.

Обобщениями броуновского движения служат устой-
чивый процесс Леви (SLP) и фрактальное броуновское
движение (FBM). В первом случае гауссовский закон
распределения приращений ( 2α = ) обобщается до аль-
фа-устойчивого (0 2< α ≤ ). Такое обобщение позволя-
ет дополнить свойство самоподобия другим важным
свойством – «тяжелыми хвостами» распределений [3]:

{ }
{ }

,
| | ,

P X x x x
P X x x x

−α

−α
> → ∞

< → −∞
∼
∼

 при 2α ≠ . (2)

Параметр , 0 2α < α ≤ , называется индексом устой-
чивости и определяет «тяжесть хвостов» распределения
(2). Плотности распределений симметричных устойчивых
(S Sα ) законов ( ; , )g x α γ  параметризуются в частотной
области, т.е. с помощью характеристической функции:

( ) (( ) exp( |; ), ) |itx itxM e e g xt tdx
∞

∞

α

−

= = αϕ = − γγ∫ . (3)
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Параметр 0γ >  задает масштаб: если случайная вели-

чина X  стандартизована, т.е. 1xγ = , и Y cX= , то о | |y cγ = .
Важнейшим свойством устойчивых законов являет-

ся то, что сумма независимых одинаково распределен-
ных (НОР) случайных величин kX  ( 1,...,k n= ), следую-
щих (3), также следует устойчивому закону (3):

1
1

2
/( ; , )...n nY X X gX y n αα+ + + → γ= . (4)

Альфа-устойчивые законы (3) являются далеко не
единственными, обладающими «тяжелыми хвостами».
Например, используются гиперболические законы [2].
Особое место альфа-устойчивых распределений обус-
ловлено тем, что эти и только эти законы могут быть
пределом по распределению сумм независимых одина-
ково распределенных (НОР) случайных величин [4]. Это
значит, что даже если kX  не являются устойчивыми, но
при этом являются НОР (и симметричными), то предел
по распределению их суммы nY  при n → ∞  либо не су-
ществует, либо имеет вид (4).

Случайный процесс с независимыми альфа-устой-
чивыми приращениями ( 1)k k kX X Xτ − τΔ = − , следую-
щими S Sα -закону (3) называется устойчивым процес-
сом Леви [3] и, как следует из (1) и (4), является самопо-
добным с показателем Херста

1/H = α . (5)

Случайный процесс ( )X t  называется процессом,
обладающим свойством LRD, если автокорреляционная
функция его приращений (АКФП) ( 1)k k kX X Xτ − τΔ = −
асимптотически убывает не быстрее, чем степенная
функция с показателем , 0 2b b− < < :

{ } ,b
n k k nr Corr X X n n−

+= Δ Δ → ∞∼ . (6)

Доказано [2, 5, 6], что самоподобный случайный про-
цесс (1) со стационарными приращениями и конечной
дисперсией имеет АКФП вида

( )2 2 2 2 21
2 ( 1) ( 1) 2 (2 1)H H H H

n
n

r n n n H H n −

→∞
= + + − − = − ,

0 1H< < . (7)

Таким образом, при ½H ≠  самоподобный случай-
ный процесс характеризуется наличием долгосрочной
зависимости приращений с показателем

2 2b H= − . (8)
Процесс (1) с АКФП (7) называется фрактальным бро-

уновским движением (FBM) [1].
Рассмотренные модели BM, FBM и SLP являются

частными случаями процесса FLM, обладающего все-
ми тремя описанными свойствами: самоподобием (1),
«тяжелыми хвостами» (2) и долгосрочной зависимос-
тью (6). Числовыми мерами этих свойств являются соот-
ветственно , , nH rα . Модели BM соответствуют значения

2, ½, 0nH rα = = = ,  модели FBM –
2 22, 0 1, (2 1) H

nH r H H n −α = < < = − ,  модели SLP –
10 2, , 0nH rα< α ≤ = = .  Очевидно,  что параметры

, , nH rα  для FLM-процесса взаимосвязаны между собой,
в то же время вид этой зависимости неизвестен. Вывод
соотношения, связывающего указанные параметры, и
является основной целью настоящей работы.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Как было отмечено в постановке задачи, корреляци-

онная модель взаимосвязи неприменима для величин,
следующих устойчивым законам распределения (при

2α ≠ ) в силу отсутствия вторых моментов. Как указыва-
ется в [6], для описания явления взаимосвязи величин,
следующих распределению (3), необходимы иные пока-
затели, инвариантные к наличию или отсутствию момен-
тов. Естественно потребовать, чтобы при 2α =  (т.е. для
гауссовского закона распределения) эти показатели пе-
реходили в традиционные коэффициенты корреляции.

В [7] было показано, что взаимосвязь между двумя
случайными величинами, можно описать с помощью
модели симметричного перемешивания скрытых фак-
торов (СПСФ):

x a b u
y b a v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, или = ⋅x P u. (9)

Согласно этой модели взаимосвязь наблюдаемых оди-
наково распределенных случайных величин ( , )x y  обус-
ловлена перемешиванием независимых (и также одина-
ково между собой распределенных) ненаблюдаемых слу-
чайных величин ( , )u v .

Очевидно, что модель (9) инвариантна к виду законов
распределения рассматриваемых величин, к наличию
или отсутствию моментов.

Известно [4], что линейная комбинация конечного
числа независимых случайных величин kX , следующих
S Sα -распределению (5) с одним и тем же индексом ус-
тойчивости (α), также следует этому же распределению.
А именно, если ( ; ; )k kX g x→ α γ  ( 1,...k n= ), то

0
1

( ; ; )
n

n k k
k

Y c X g y
=

= → α γ∑ . (10)

При этом параметры масштаба связаны соотноше-
нием

( )0
1

| |
n

k k
k

c αα

=
γ = γ ⋅∑ . (11)

Без нарушения общности можно принять масштабы
случайных величин, входящих в (9), за единицу. Тогда из
(11) следует, что

| | | | 1a bα α+ = . (12)

Выражение (12) представляет собой уравнение еди-
ничной окружности в метрике Lα, а параметры a  и b
представляют собой абсциссу и ординату точки этой
окружности, соответствующей полярному углу θ:

( )1/
cos

| cos | | sin |
a

αα α

θ
=

θ + θ ,
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( )1/
sin

| cos | | sin |
b

αα α

θ
=

θ + θ

, | |
4
π

θ ≤ . (13)

В силу линейности преобразования Фурье характе-
ристическая функция ( )ϕ t  ( ( , ) 's t=t ) вектора =x Pu  (9)
связана с характеристической функцией 1( )ψ t  вектора
u простым соотношением:

log ( ) log ( ) log ( , )sa tb sb taϕ = ψ = ψ + + =t P't

| | | |sa tb sb taα α= − + − + . (14)

Многомерные S Sα -распределения, в отличие от од-
номерных (3), в общем случае не могут быть описаны
конечным набором параметров. Существует несколько
форм параметризации таких законов, рассмотренных в
работах [8, 9]. В настоящей работе используется пара-
метризация [8], согласно которой требуемый набор па-
раметров состоит из 1 m≤ ≤ ∞ положительно полуопре-
деленных симметрических матриц ( )jΩ :

( ) /2

1
log ( ) ( )

m

j
j α

=
′ϕ = −∑t t Ω t , (15)

Для многомерного устойчивого распределения, па-
раметризованного в форме (15), существует показатель
взаимосвязи:

1

1 1

( )

( ) ( )

jk

jj kk

m
l

jk m m
l l

l
r

l l

=

= =

Ω
=

Ω ⋅ Ω

∑
∑ ∑

, , 1,...,j k n= (16)

Так как форма (14) является частным случаем (15)
(при 2m = , (1) ( , ) ' ( , )a b a b= ⋅Ω , (2) ( , ) ' ( , )b a b a= ⋅Ω  ), то
показатель взаимосвязи (16) величин ( , )x y  имеет вид

2 2
2 sin(2 )abr

a b
= = θ

+
. (17)

Нетрудно видеть, что в частном случае 2α = , соответ-
ствующем гауссовскому распределению, показатели (16)–
(17) совпадают с обычным коэффициентом корреляции.

Модель СПСФ имеет наглядную геометрическую ин-
терпретацию: линейное преобразование (9), описывает
переход от «естественной» косоугольной системы коорди-
нат скрытых факторов к прямоугольной, соответствующей
наблюдаемым случайным величинам. Из-за наличия взаи-

мосвязи происходит искажение «эллипсов» рассеивания
(т.е. кривых постоянной плотности): они вытягиваются (или
сжимаются при 0r < ) вдоль биссектрисы главного угла
(рис. 1). При этом показатели взаимосвязи (17) равны коси-
нусам соответствующих координатных углов системы ко-
ординат скрытых факторов ( cos( ) sin(2 )r = η = θ ).

Модель СПСФ (9) легко обобщается [7] на случай, ког-
да рассматриваемые зависимые переменные имеют раз-
ный масштаб и/или их количество 2n > . Если обозначить

nR∈x  – вектор наблюдаемых случайных величин,
1( ,..., )ndiag= γ γG  – диагональная матрица, задающая их

масштаб, nR∈u  – вектор скрытых факторов, P – поло-
жительно определенная бисимметричная (симметричная
относительно обеих диагоналей) матрица факторного
преобразования, то преобразование (9) приобретает вид

=x GPu, (18)

а характеристическая функция (14) – форму

1 1
log ( )

n n
jk k k

j k
p t

α

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ = − γ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑t . (19)

Масштабы скрытых факторов удобно без нарушения
общности принять за единицу, тогда коэффициенты мат-
рицы P  должны удовлетворять помимо условий сим-
метрии jk kjp p=  и антисимметрии 1 , 1jk n k n jp p + − + −= ,
условиям нормировки в метрике Lα, аналогичным (12):

1
|| || | | 1, 1,...,

n
j jk

k
p j nα

α
=

= = ∀ =∑P . (20)

Коэффициенты взаимосвязи jkr  находятся по фор-

муле (16) при 1m =  и '=Ω P P , т.е. jk jk jj kkr = Ω Ω Ω .

Таким образом, матрица '=Ω P P  играет роль ковариа-
ционной.

Для процесса FBM (являющегося частным случаем
рассматриваемой  модели FLM, соответствующего

2α = ), вид зависимости коэффициента взаимосвязи двух
соседних приращений  ( 1r ) от α  и H  известен. Эта зави-
симость является частным случаем АКФП nr  (7) (соот-
ветствующим 1n = ) и имеет следующий вид:

( )( ){ } 2 1
1 ( 1) ( 1)( 2, ) 2 1H

k k k kr H Corr X X X X −
τ − τ + τ τα = = − − = − .

 

η
θ

θ

Рисунок 1 – Геометрическая интерпретация взаимосвязи (корреляции) двумерного альфа-устойчивого распределения

(21)
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С помощью модели СПСФ можно найти зависимость
1( , )r Hα  для общего случая, соответствующего иссле-
дуемому процессу FLM.

Характеристическая функция ( )ϕ t  двумерного устой-
чивого распределения соседних приращений kX τΔ ,

( 1)kX + τΔ  имеет вид (14). В силу свойства самоподобия (1)
приращение исследуемого случайного процесса за два
такта имеет масштаб, равный 2H. С другой стороны, из
(11) и (14) следует, что x y+  имеет масштаб x y+γ , удовлет-

воряющий равенству 2 | |x y a bα α
+γ = + . Таким образом,

1/2 | | 2Ha bα + = . (22)
Коэффициент взаимосвязи между приращениями

вычисляется по формуле (17), для чего необходимо най-
ти параметры ,a b из условия нормировки (12) и соотно-
шения (22). Подставив (13) в (22), и обозначив tan( )z = θ ,
получим:

( ) 11
2

1 | |
Hz

z

α
α −

α

+
=

+
, 1 1z− ≤ ≤ . (23)

При этом искомый коэффициент взаимосвязи при-
обретает вид:

1 2
2sin(2 arctan( ))

1
zr z
z

= ⋅ =
+

. (24)

Зависимость коэффициента взаимосвязи соседних
приращений FLM от индексов устойчивости и самопо-

добия 1( , )r Hα , в общем случае не выражается через
элементарные функции. Для ее построения следует чис-
ленно решить уравнение (23). Интересно отметить, что
при 0H =  и 0α →  решение (23) стремится к

(0,0) 1z = τ − , где 5 1
2 0,618...−τ = ≈  – золотое сечение!

При этом 2
1 3(0,0)r = − .

Для расчета показателя взаимосвязи nr  между двумя
приращениями процесса FLM, отстоящими на n  тактов,
следует применить обобщенную модель СПСФ (18)–(19).
Обозначим 1 ( 1)k k kx X X Xτ τ − τ= Δ = − , 2 ( 1)k n kx X X+ − τ τ= −

3 ( ) ( ) ( 1)k n k n k nx X X X+ τ + τ + − τ= Δ = − . Рассматриваемые слу-
чайные величины 1 2 3, ,x x x  следуют устойчивым распре-
делениям. Величины 1x  и 3x  в силу свойства стационар-
ности приращений имеют одинаковый масштаб, который
примем за единицу. Величина 2x  согласно свойствам ста-

ционарности и самоподобия имеет масштаб ( 1)Hnγ = − .
Характеристическая функция ( )ϕ t  совместного распре-
деления 1 2 3, ,x x x  имеет вид (19), при этом 3 3×  матрица P
в силу бисимметричности содержит четыре неизвестных
коэффициента , , ,a b c d :

a b c
b d b
c b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P , 

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= γ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G . (25)

Таким образом,

1 2 3log ( ) | |a t b t ct αϕ = − + γ + −t

1 2 3 1 2 3| | | |bt d t bt ct b t a tα α− + γ + − + γ + . (26)

Неизвестные коэффициенты ( , , ,a b c d ) находятся из
следующей системы:

| | | | | | 1

| | | | | | 1

| | | | | |

| | | | | | ( 1)

H

H

a b c

b d b

a b b d c b n

a b c b d b c b a n

α α α

α α α

α α α α

α α α α

⎧ + + =
⎪
⎪ + + =⎪
⎨

+ γ + + γ + + γ =⎪
⎪

+ γ + + + γ + + + γ + = +⎪⎩ .

Первые два уравнения этой системы являются стан-
дартными условиями нормировки (20), третье следует
из  того,  что случайные величины

1 2 ( 1) ( 1)k n kx x X X+ − τ − τ+ = −  и 2 3x x+  имеют масштаб,

равный Hn , а четвертое отражает равенство ( 1)Hn +  мас-
штаба величины 1 2 3 ( ) ( 1)k n kx x x X X+ τ − τ+ + = − .

Искомый коэффициент взаимосвязи (между 1x  и 3x )
определяется согласно (16) (как отмечалось выше, при

1m = , 'Ω = P P):

2
13

2 2 2
11 33

2
n

ac br
a b c

Ω +
= =

Ω ⋅Ω + +
. (28)

К сожалению, система (27) имеет явное решение толь-
ко при 2α =  (в этом случае nr  имеет вид (7)), а также при

1α =  ( 21
4lim H

n
n

r n−
→∞

= ). В остальных случаях систему (27)

необходимо решать численно, и при этом даже асимп-
тотическое (при n →∞) поведение показателей взаимо-
связи (28) неизвестно.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для численного решения уравнения (23) и нахожде-

ния зависимости коэффициента взаимосвязи соседних
приращений FLM от индексов устойчивости и самоподо-
бия (24) использовался пакет SciLab-5.4.0. Значения H
варьировались от 0 до 1 с шагом 0,05; значения α  – 0,001 и
затем от 0,05 до 2 с шагом 0,05. Решение уравнения (23)
выполнялось с точностью 610tol −= . При решении (23)
учитывалось, что функция от вспомогательной перемен-
ной z, стоящая в левой части, является немонотонной и
невыпуклой при 1α < . Поэтому при 1α <  диапазон допу-
стимых значений z  ограничивался значениями –1 и 0, в тоо
время как при 1α ≥  ограничения имели вид 1 1z− ≤ ≤ .

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Получена зависимость показателя взаимосвязи сосед-

них приращений исследуемого процесса FLM (фракталь-
ного движения Леви) 1( , )r Hα  от индексов устойчивости
(α) и самоподобия (H ). Она имеет вид алгебраических
уравнений (23)–(24). В процессе экспериментальных ис-
следований был получен график указанной зависимости

1( , )r Hα , представленный на рис. 2.

(27)
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Рисунок 2 – Зависимость коэффициента взаимосвязи двух
соседних приращений фрактального процесса Леви от индексов

устойчивости и самоподобия

На рисунке для сравнения также показаны зависимо-
сти 1( , )r Hα , соответствующие известным частным слу-
чаям FLM: процессу SLP (сплошная линия) и процессу
FBM (пунктирная линия).

Как видно из графика, экспериментальное исследо-
вание полностью подтвердило результаты теоретичес-
ких исследований, а именно, полученная в работе мате-
матическая модель 1( , )r Hα  (23)–(24), описывающая вза-
имосвязь между параметрами процесса FLM, не
противоречит аналогичным зависимостям, соответству-
ющим известным частным случаям (SLP, FBM, BM), но
при этом обобщает их.

В работе также предложена математическая модель
(27)–(28) в форме системы алгебраических уравнений,
теоретически позволяющая построить аналог дискрет-
ной автокорреляционной функции приращений для FLM,
то есть зависимость показателя взаимосвязи элементар-
ных приращений, отстоящих на n  тактов ( , )nr Hα  от ин-
дексов устойчивости и самоподобия.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Свойства самоподобия, устойчивости и долгосроч-

ной зависимости приращений фрактального движения
Леви взаимосвязаны между собой, однако количествен-
ные соотношения между соответствующими парамет-
рами были известны лишь для некоторых частных случа-
ев (BM, FBM [5], SLP[6]).

Основным, по мнению автора, препятствием на пути
построения общей модели была невозможность коли-
чественного описания свойства зависимости прираще-
ний в рамках традиционного дисперсионно-ковариаци-
онного подхода. Для решения этой проблемы было пред-
ложено использовать показатели взаимосвязи,
построенные с помощью модели СПСФ.

В результате теоретических исследований была по-
лучена математическая модель в форме системы алгеб-
раических уравнений, связывающих индексы самоподо-
бия, устойчивости и показатель взаимосвязи соседних
приращений. Показано теоретически и подтверждено
экспериментально, что для частных случаев фракталь-
ного движения Леви (BM, FBM, SLP) решения получен-
ной системы полностью соответствуют известным зави-
симостям, соответствующим этим частным моделям.

Таким образом, предложенная модель может рассмат-
риваться как обобщение ранее известных [5, 6] на про-
цесс (FLM) более общего вида.

Была также получена еще более общая модель, свя-
зывающая индексы самоподобия и устойчивости с по-
казателем взаимосвязи приращений, отстоящих на n так-
тов. Для нее также было показано, что она включает в
себя все известные модели процессов, являющихся час-
тными случаями FLM [2, 5, 6], и обобщает их.

ВЫВОДЫ
В работе решена задача поиска соотношений между

параметрами, отвечающими за свойства самоподобия,
устойчивости и долгосрочной зависимости приращений
фрактального движения Леви.

Научная новизна полученных результатов состоит в
том, что:

1. Впервые предложено для оценки взаимосвязи при-
ращений фрактального движения Леви использовать
показатели, построенные с помощью модели симмет-
ричного перемешивания скрытых факторов, что позво-
лило решить проблему неприменимости корреляцион-
ного метода их оценки.

2. Впервые получена математическая модель, опи-
сывающая зависимость показателя взаимосвязи сосед-
них приращений фрактального движения Леви от индек-
сов устойчивости и самоподобия. Указанная зависи-
мость построена экспериментально в графическом виде.

3. Впервые построена математическая модель, по-
зволяющая построить аналог дискретной автокорреля-
ционной функции для фрактального движения Леви, то
есть зависимость показателя взаимосвязи элементарных
приращений, отстоящих на n тактов от индексов устой-
чивости и самоподобия.

Практическая значимость полученных результатов
состоит в том, что наличие предложенных моделей по-
зволяет, определить один из трех показателей (самопо-
добия, устойчивости и долгосрочной зависимости при-
ращений) по двум известным, что существенно упрос-
тит моделирование и исследование случайных
процессов, имеющих вид фрактального движения Леви.

Несмотря на возможность построить аналог дискрет-
ной автокорреляционной функции для фрактального
движения Леви с помощью полученной модели, асимп-
тотический вид (при n → ∞) этой зависимости остался
неизвестным. Очевидно, что ее нахождение и экспери-
ментальное подтверждение является актуальным направ-
лением для дальнейших исследований.
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Україна
ЗВ’ЯЗОК МІЖ ПАРАМЕТРАМИ САМОПОДІБНОСТІ, СТІЙКОСТІ ТА ДОВГОСТРОКОВОЇ ЗАЛЕЖНОСТІ ПРИРІСТІВ

ФРАКТАЛЬНОГО РУХУ ЛЕВІ
Розглядається задача пошуку співвідношень між параметрами, самоподібності, стійкості та довгострокової залежності прирістів

фрактального руху Леві. В якості міри взаємозв’язку прирістів, запропоновано застосувати показники, побудовані за допомогою моделі
симетричного перемішування прихованих факторів, що дало змогу розв’язати проблему непридатності кореляційного методу оцінки
таких прирістів, пов’язану з відсутністю потрібних моментів розподілу. Отримано залежність показника взаємозв’язку сусідніх прирістів
від индексів стійкості та самоподібності. Ця залежність має вигляд алгебраїчного рівняння, яке хоч в загальному випадку й не має явного
рішення, але легко розв’язується чисельно. Запропоновано математичну модель, яка дозволяє побудувати аналог дискретної автокоре-
ляційної функції для фрактального руху Леві. Ця модель має вигляд системи алгебраїчних рівнянь. В роботі показано, что всі аналогічні
залежності, які є відомими для окремих випадків процесу фрактального руху Леві, який розглядається, є відповідними окремими
випадками моделей, отриманих у роботі. Наявність запропонованих моделей дає змогу визначити будь-який з трьох показників
(самоподібності, стійкості та довгострокової залежності прирістів) по двом відомим, що суттєво спрощує моделювання та дослідження
випадкових процесів, які мають вигляд фрактального руху Леві.

Ключові слова: фрактальний рух Леві, самоподібність, довгострокова залежність, стійки розподіли, показники взаємозв’язку.
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RELATIONSHIP BETWEEN THE PARAMETERS OF SELF-SIMILARITY, STABILITY AND LONG-RANGE DEPENDENCY OF

FRACTAL LEV      MOTION
The problem of searching relationships between the parameters of self-similarity, stability and long-range dependency of fractal Lev   motion

is considered. It was proposed to use indexes, constructed by means a model of symmetric mixing of latent factors as a measure of the
relationship between increments of fractal Lev   motion process. This approach make it possible to solve the problem of inability to use the
correlation method for estimating such increments caused by the absence of the required distribution moments. Dependence of the relationship
index of neighboring increments on the indices of stability and self-similarity is obtained. This dependence has the form of an algebraic
equation which has no an explicit solution generally, but can be easily solved numerically. A mathematical model that allows to construct a
discrete analogue of the autocorrelation function for the fractal Lev   motion is proposed. This model has the form of the system of algebraic
equations. It is shown that all of the similar dependencies known for the particular cases of the fractal Lev   motion, are special cases of the
models obtained in the work. Proposed models allows us to determine any of the three parameters (self-similarity, stability and long-range
dependency) on two other that will essentially simplify the modeling and studying stochastic processes having the form of fractal Levý
motion.

Keywords: fractal Lev   motion, self-similarity, long-range dependency, stable distributions, relationship indexes.
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