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МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ ПОВЕДЕНИЯ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ
РАЗДЕТЕРМИНИЗАЦИИ

Актуальность. При моделировании организационно-технических систем в ряде случаев возникают сложности в исследовании
функционирования таких систем, если они формализованы на основе аналитико-детерминированных функций. В работе предложен
новый метод – раздетерминизация, созданный для решения проблемы вычисления детерминированных функций, имеющих так называ-
емые особые точки, в которых у функции не существует определенного значения.

Цель. Целью является работка подхода, позволяющего осуществлять деление на нуль и тем самым исключать особые точки
функций.

Метод. Предложенный в статье метод заключается в переходе от проблематичной, с точки зрения вычисления, детерминированной
функции к соответствующей недетерминированной, а именно, интервальной функции, путем замены детерминированных параметров
функции соответствующими интервальными параметрами. Благодаря этой замене значения функции в особых точках становятся
интервальными и вполне определенными значениями. Последнее и позволяет решить проблему вычисления функции.

Результат. Путем вырезания интервальной функции выведены рабочие формулы, основанные на основных положениях
интервальной математики и позволяющие легко вычислять значения этой функции. Предложенный в статье подход к решению
проблемы вычисления функций с особыми точками имеет важное значение для всех классов прикладных систем, в которых эта
проблема реально существует. Речь здесь идет о тех системах, функции-характеристики которых имеют некоторое число особых
точек. Такие системы встречаются чаще всего в телеметрии, теории и практике надежности, гуманитарной сфере и ряде других
областей. Особенности этих областей в том, что в них не всегда применимы классические методы детерминистской математики, что
побуждает разрабатывать новые подходы к решению возникающих здесь задач.

Выводы. Решение проблемы вычисления функции достигается легализацией деления на нуль путем интервализации вычислений.
При этом используется принцип вырезания окрестности нуля из интервала, являющегося делителем интервальной дроби,
представляющей исследуемую функцию.

Ключевые слова: интервал, интервальная функция, интервальные вычисления, раздетерминизация, деление на нуль.
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НОМЕНКЛАТУРА
x  – вещественная независимая переменная;
y  – вещественная зависимая переменная;

ii ba ,  – вещественные числа;

],[~],,[~
2121 bbbaaa ==  – интервальные числа;

,..., 21 ff  – вещественные детерминированные функции;
],[

~
21 fff =  – интервальная функция;

21 / fff =  – дробная детерминированная функция;

21
~

/
~~

fff =  – дробная интервальная функция.

ВВЕДЕНИЕ
Появление в XX веке разнообразных сложных сис-

тем (системы управления экономикой, ракетно-косми-
ческие системы, атомная энергетика и др.) выдвинуло
новые сложные задачи по их изучению. Современная
наука и практика обработки информации вполне успеш-
но справляется с задачами исследования различных слож-
ных систем с полностью определенными (детерминиро-
ванными) параметрами. Эти задачи обычно формули-
руются как задачи расчета, анализа и синтеза тех или иных
функций с детерминированными параметрами, служа-
щих соответствующими характеристиками изучаемых
систем. Но на практике часто встречаются другие систе-
мы – системы с неточно известными, т.е. неполностью
определенными (недетерминированными) параметра-
ми. Причины появления таких систем заключаются в
естественной неопределенности, свойственной многим
реальным процессам, происходящим в системах; в не-
точном задании параметров большинства систем из-за
неизбежных погрешностей при их измерении или вы-

числении; в изменении во времени параметров систем;
в необходимости или целесообразности совместного
исследования целых семейств однотипных систем, име-
ющих типовые функции-характеристики и различающих-
ся лишь значениями параметров этих функций. Учет
неопределенности систем очень важен при их проекти-
ровании, так как полная определенность в работе систе-
мы появляется лишь на последних этапах ее создания.

Исследование введенных неопределенных систем
формулируется в виде задач расчета, анализа и синтеза
различных функций с недетерминированными парамет-
рами, служащих соответствующими характеристиками
данных систем. Все эти задачи значительно сложнее их
вышеупомянутых детерминированных аналогов, кото-
рые приходится решать при исследовании систем с де-
терминированными параметрами. Это усложнение свя-
зано с тем, что алгебра недетерминированных чисел
сложнее алгебры детерминированных чисел. В связи с
этим для решения указанных задач приходится приме-
нять тот или иной специализированный математичес-
кий аппарат: теорию вероятностей [1], теорию нечетких
множеств [2], интервальную математику [3], многознач-
ные функции [4]. Применение этого аппарата позволяет
строить и исследовать более адекватные математичес-
кие модели сложных систем с недетерминированными
параметрами, учитывающие неопределенность поведе-
ния таких систем [5–13].

Однако на практике встречаются еще более трудные
для изучения классы сложных систем, в которых даже
математические модели с детерминированными пара-
метрами приводят к задачам, не имеющим определен-
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ного решения. Таковы, например, сложные системы,
изучение которых сводится к решению системы линей-
ных уравнений, определитель которой в некоторых слу-
чаях может быть равен нулю. Именно для таких систем
раздетерминизация, т.е. переход к соответствующей не-
детерминированной системе позволяет получить необ-
ходимое решение. Так, для сложных систем, изучение
которых сводится к решению системы линейных урав-
нений (с возможно нулевым определителем), определи-
тель после раздетерминизации становится численно рав-
ным интервалу, включающему, кроме нуля, также нену-
левые значения, что открывает возможность получения
решения.

В настоящей статье рассматриваются задачи изуче-
ния именно таких классов сложных систем. В качестве
раздетерминизации используется процедура перехода от
системы с детерминированными параметрами к систе-
ме с недетерминированными – интервальными парамет-
рами. В качестве математического аппарата использует-
ся интервальная алгебра. Раздетерминизация является
процедурой, обратной по отношению к детерминиза-
ции, широко используемой в работах автора по изуче-
нию поведения неопределенных систем [14–19].

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Имеется некоторая практическая задача, сводящаяся

с математической точки зрения к исследованию (расче-
ту и анализу поведения) некоторой детерминированной
функции одной независимой переменной – характерис-
тики изучаемой системы

)(xfy = , (1)

однозначно отображающей заданное множество }{xX =
независимых переменных x  в заданное множество

}{yY =  зависимых переменных y, в соответствии с зако-
ном f, который называется функцией. Хорошо известно,
что задача расчета (вычисления значений) функции (1)
принципиально всегда решается с помощью адекватно-
го этой задаче математического аппарата алгебры веще-
ственных чисел, с использованием подходящих методов
вычислений, а задача анализа поведения функции (1) – с
помощью адекватного ей математического аппарата
классического дифференциального исчисления.

Рассмотрим далее распространенную ситуацию, когда
изучаемая детерминированная функция (1) имеет вид дроби

)()()( 21 xfxfxf = (2)

с числителем – функцией )(1 xf  и знаменателем – функ-
цией )(2 xf . В этой ситуации расчет и анализ поведения
функции (1) затрудняется, поскольку в каждой точке с
нулевым знаменателем эта функция не существует (если
в этой точке числитель не равен нулю) либо принимает
бесконечное множество значений, т.е. не имеет опреде-
ленного значения (если в этой точке числитель равен
нулю). Очевидно, что для функций с указанными точка-
ми (их естественно называть особыми) должны быть
разработаны специальные методы расчета и анализа
поведения функций, позволяющие исключить эффект
влияния особых точек. Задача состоит в построении двух

систематических процедур, связанных с изучением по-
ведения детерминированных функций вида (2). А имен-
но: 1) процедура расчета (т.е. вычисления значений) де-
терминированной функции типа (2), содержащей осо-
бые точки; 2) процедура анализа поведения такой же
детерминированной функции.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Ниже мы будем изучать поведение детерминирован-

ных функций типа (2), содержащих особые точки, имея в
виду преодоление трудности, связанной с наличием та-
ких точек, путем раздетерминизации, т.е. перехода от
функции (2) к соответствующей недетерминированной
функции (т.е. функции с недетерминированными, а точ-
нее – с интервальными параметрами). В связи с этим
представляет интерес обзор научной литературы посвя-
щенной изучению различных неопределенных объектов.

Проблема изучения объектов, характеризуемых той
или иной неопределенностью, возникла впервые в нача-
ле Второй мировой войны, в связи с необходимостью
управления огнем зенитной артиллерии, в условиях слу-
чайного движения воздушных целей. Соответствующи-
ми задачами занимались выдающиеся математики-ве-
роятностники Н. Винер [5] и А.Н. Колмогоров [6] и их
многочисленные последователи. Однако широкое раз-
витие исследований по изучению гражданских объек-
тов, работающих в условиях неопределенности, началось
только в конце 1950-х – начале 1960-х гг., в рамках матема-
тической статистики и ее новых направлений – обработ-
ка данных и планирование экспериментов [7, 8].

Исследования, выполненные в 1970-е–80-е гг., привели
к более широкому пониманию неопределенности, вклю-
чавшей теперь не только случайность, но и незнание воз-
можных исходов, их неединственность, неопределенность
целей, многокритериальность при решении оптимизаци-
онных задач. В связи с этим появились и новые подходы к
описанию неопределенности, такие как теория нечетких
множеств, принцип недоопределенной модели, принятие
решений в многокритериальных задачах [2, 9, 10].

С 1980-х годов начал интенсивно применяться подход
к описанию неопределенности, базирующийся на ин-
тервальной математике, позволяющей получать оценки
характеристик неопределенных систем с гарантирован-
ной точностью [11–18]. При этом указанный подход при-
менялся сначала в метрологии для определения интер-
вального значения известной функции при интерваль-
ных значениях аргументов. Затем его развитие шло по
двум направлениям. За рубежом интервальный подход
развивался как средство автоматического учета ошибок
округления при численном решении задач на компьюте-
рах, в то время как в СССР и России ученые развивали
его с целью нахождения области возможных значений
результата вычислений с учетом структуры данных и
функций, заданных в символьном виде.

Наконец, с 1990-х годов начала изучаться очень важ-
ная в практических приложениях задача исследования
поведения произвольной недетерминированной функ-
ции с интервальными параметрами, являющейся анало-
гом известной задачи математического анализа – иссле-
дования поведения детерминированной функции сред-
ствами дифференциального исчисления [20].
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3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Сначала изложим основную идею предлагаемого

метода. Рассмотрим детерминированную функцию вида
дроби (2), с возможными особыми точками, т.е. точка-
ми, в которых знаменатель функции (2) равен нулю. В
таких точках, как уже говорилось в п. 1, функция (2) либо
не существует, либо не имеет определенного значения.
Мы предлагаем метод, позволяющий придать функции
(2) одно определенное значение во всех ее точках, вклю-
чая и особые, тем самым исключается влияние особых
точек на характер поведения функции. Предлагаемый
метод состоит в переходе от детерминированной функ-
ции (2) к соответствующей недетерминированной – ин-
тервальной функции

)(
~

)(
~

)(
~

21 xfxfxf = (3)

путем замены всех точно заданных параметров исход-
ной функции соответствующими интервальными пара-
метрами. Эту процедуру естественно назвать раздетер-
минизацией. В результате раздетерминизации все точ-
ные значения числителя )(11 xfy =  и знаменателя )(22 xfy =

исходной функции )(xf  переходят в интервальные значе-

ния )(
~~
11 xfy = ,  )(

~~
22 xfy = ,  где 1

~y , 2
~y  – интервалыалы

],[~
12111 yyy = , ],[~

22212 yyy = , а все точные значения самой
исходной функции )(xfy =  – в соответствующие интер-

вальные значения этой функции )(
~~ xfy = , где ],[~

21 yyy = .
При этом все особые точки исходной функции после
раздетерминизации можно исключить из рассмотрения.
Действительно, в каждой такой точке знаменатель )(2 xf
исходной функции равен нулю, но раздетерминизируе-
мый знаменатель )(

~
2 xf  в этой точке равен уже не нулю,

а интервалу, содержащему нуль. Деление на такой ин-
тервал в интервальной математике не рассматривается
и предполагается невозможным [3]. Однако это ошибоч-
ная точка зрения, поскольку, если вырезать из интервала
малый подынтервал, содержащий нуль, то оставшаяся,
большая часть интервала уже не будет содержать нуля и
деление на такой интервал по методологии интерваль-
ной математики окажется вполне возможным. Таким
образом, использование метода раздетерминизации ис-
ходной детерминированной функции (2) в сочетании с
вырезанием нуля из интервала возможных значений раз-
детерминизируемого знаменателя этой функции позво-
ляет ликвидировать все особые точки исходной функ-
ции (2) и применить к изучению поведения этой функ-
ции обычные методы изучения поведения интерваль-
ной функции [3, 11, 14, 19, 20]. Разумеется, предлагае-
мый нами метод изучения поведения детерминирован-
ной функции, содержащей особые точки, является при-
ближенным, поскольку при вырезании интервала, содер-
жащего нуль, отбрасывается часть возможных значений
подфункции – знаменателя изучаемой функции. Одна-
ко погрешность такого приближения может быть сдела-
на как угодно малой путем уменьшения ширины выре-
заемого интервала.

Опишем теперь метод раздетерминизации подроб-
нее. Как известно из интервальной математики [3], лю-

бая операция над интервалами вводится как теоретико-
множественное обобщение соответствующей операции
над точными вещественными числами. Т.е. если a , b  –
точные вещественные числа, ],[~

21 aaa = , ],[
~

21 bbb =  –
интервалы, • – операция над точными вещественными
числами,  – соответствующая операция над интервала-
ми, по определению имеем

}
~

,~{],[],[
~~

2121 bbaababbaaba ∈∈⋅≡≡ . (4)

Также получаем формулу для операции деления двух
интервалов

}
~

,~/{],[],[
~~

2121 bbaababbaaba ∈∈≡≡ , b
~

0∉ . (5)

Дополнительное требование относительно нуля в
этой формуле связано с невозможностью деления веще-
ственного числа на нуль. Так как деление вещественных
чисел обратно умножению, формулу (5) можно пере-
писать в терминах операции умножения

]/1,/1[],[],[],[
~~

21212121 bbaabbaaba ⋅≡≡ , b
~

0∉ . (6)

Однако операция умножения интервалов, как извест-
но из интервальной математики [3], выполняется по фор-
муле следующего вида

)](max),(min[],[],[
~~

,,
2121 ji

ji
ji

ji
dcdcddccdc ⋅⋅=⋅≡⋅ . (7)

Соединяя вместе формулы (6), (7), мы получаем окон-
чательную формулу для выполнения операции деления
двух интервалов

)]/(max),/(min[],/[],[
~

/~
,,

2121 ji
ji

ji
ji

bababbaaba =≡ ,

b
~

0∉ . (8)

Эта формула, однако, пригодна для выполнения опе-
рации деления двух интервалов только в тех случаях, ког-

да интервал-делитель ],[
~

21 bbb =  не содержит нуля. А
что делать, если он содержит нуль? Интервальная мате-
матика не отвечает на этот вопрос [3].

Мы предлагаем следующий ответ на него. Будем счи-
тать, что интервал-делитель содержит нуль внутри себя
(а не на одном из концов). Вырежем из интервала-дели-

теля ],[
~

21 bbb =  в формуле (8) деления интервалов неко-

торый достаточно малый подынтервал ],[
~

21
* bbb ′′= , со-

держащий нуль, тем самым заменив интервал b
~  биин-

тервалом

bbbbb ′′∪′==′′′ ~~~
/

~~ * , (9)

где ],[
~

11 bbb ′=′ , ],[
~

22 bbb ′=′′  (см. рис. 1).

Рисунок 1.



36

МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

Произведенную выше операцию естественно назвать
операцией вырезания подынтервала из указанного ин-
тервала. Объективный смысл этой операции – это при-
ближение исходного интервала ],[

~
21 bbb =  биинтервалом

(объединением двух непересекающихся интервалов) вида

bb ′′∪′
~~ , выражающимся по формуле (9), таким обра-

зом, чтобы полученный биинтервал не содержал непри-
емлемого для нас множества точек. В данном случае это
множество – интервал ],[

~
21

* bbb ′′= , содержащий нуль.
Так, если мы хотим разделить интервал ],[~

21 aaa =  на

интервал ],[
~

21 bbb = , содержащий нуль, то надо заменить

в общей формуле деления (5) интервал b
~

 биинтерваломм

b ′′′~  вида (9), не содержащим нуль. Явный вид этой фор-
мулы найдем, используя общий принцип теоретико-мно-
жественного обобщения операций над точными веще-
ственными числами (4). Имеем

)
~

/
~

/(~)
~

\
~

/(~~
/~ * bbabbaba =′′′=≈

,~)/()/{(}
~~

,~/{ aabababbbaaba ∈′′∪′=′′∪′∈∈=

}
~

,~/{}
~

,
~

bbaababbbb ∪′∈′∈′=′′∈′′′∈′

).
~

/~()
~

/~(}
~

,~/{ bababbaaba ′′∪′=′′∈′′∈′′∪

Итак, деление интервала a~ на интервал b
~ , содержа-

щий нуль, можно выполнить по приближенной формуле

)
~

/~()
~

/~(
~

/~ bababa ′′∪′= , (10)

где b ′~  и b ′′~  – подынтервалы интервала b
~

, не содержа-
щие нуля, объединение которых приближенно равно b

~

(рис. 1). Поскольку b ′~  и b ′′~  не содержат нуля, обе скобки
правой части (10) можно вычислять по формуле (8).
В развернутом виде формула (10) переписывается как

],/[],[],/[],[],[],[ 222111212121 bbaabbaabbaa ′∪′≡ . (11)

4 РАБОЧИЕ ФОРМУЛЫ ДЕЛЕНИЯ ИНТЕРВА-
ЛА НА ИНТЕРВАЛ, СОДЕРЖАЩИЙ НУЛЬ

Общую формулу (10) деления на интервал, содержа-
щий нуль, или эквивалентную ей формулу (11) можно
значительно упростить и конкретизировать, рассмотрев
возможные типы области делимого ],[~

21 aaa =  (рис. 2). В
процессе упрощения используем соотношения для де-

лителя ],[
~

21 bbb =  (рис. 1)

0
22

0
11

><

′<′<′< bbbb . (12)

Случай 1:

0],[~
21 ≥= aaa . (13)

этом случае, вычисляя скобки в правой части формулы
(10) по формуле (8), найдем формулу деления интервала

],[~
21 aaa =  на интервал ],[

~
21 bbb = , содержащий нуль, в виде

]/,/[]/,/[
~

/~

0
2221

0
1112

><

′∪′= bababababa
,

при 0],[~
21 ≥= aaa . (14)

Случай 2:

0],[~
21 ≤= aaa . (15)

Здесь, вычисляя аналогично предыдущему скобки в
правой части формулы (10) по формуле (8), получим
формулу деления интервала ],[~

21 aaa =  на интервалл

],[
~

21 bbb = , содержащий нуль, в виде биинтервала

]/,/[]/,/[
~

/~

0
1112

0
2221

><

′∪′= bababababa
,

при 0],[~
21 ≤= aaa . (16)

Случай 3:

],[~
21 aaa =  такой, что 21 0 aa << . (17)

В этом случае, вычисляя аналогично предыдущему
скобки в правой части (10) по формуле (8), получим фор-
мулу деления интервала ],[~

21 aaa =  на  интервалл

],[
~

21 bbb = , содержащий нуль, сначала в виде объедине-
ния 4 интервалов

=′∪′=′′∪′= ],/[],[],/[],[)
~

/~()
~

/~(
~

/~
22211121 bbaabbaabababa

/],0[],/[]0,[],/[],0[],/[]0,[ 2221112111 abbabbabba ∪′∪′∪′=

,]/,0[]0,/[]0,/[]/,0[],/[ 2221121122 bababababb ′∪′∪′∪′=′

после объединения одинаково подчеркнутых интерва-
лов, в виде объединения 2 интервалов

]/,/[]/,/[
~

/~

0
22

0
12

0
11

0
21

><><

′′∪′′= bababababa ,

и, наконец, используя операции непрерывной логики
min=∧ , max=∨ , (18)

в виде одного интервала

]//,//[
~

/~
22111221 bababababa ′∨′′∧′= . (19)

Рисунок 2.

5 СЛУЧАЙ ДЕЛЕНИЯ ИНТЕРВАЛОВ,
СИММЕТРИЧНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО НУЛЯ

Особый практический интерес представляет подслу-
чай случая 3, когда оба интервала – делимое ],[~

21 aaa =  и
делитель ],[

~
21 bbb =  – расположены симметрично отно-

сительно нуля, в соответствии с чем естественно и выре-
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заемый из интервала b
~

 подынтервал ],[
~

21
* bbb ′′=  сделать

симметричным относительно нуля. Условия симметрич-
ности интервалов относительно нуля:

12 aa −= , 12 bb −= , 12 bb ′−=′ . (20)

Подставляя соотношения (20) в формулу (19), найдем

]),[],/([],[
~

/~
221121 =′∪′= bbbbaaba

])/()/(,)/()/([
0

2222
0

2222
><

′∨′−−′−∧′−= babababa
.

Окончательно

)]/,/[]),[],/([],[
~

/~
2222221121 bababbbbaaba ′′−=′∪′= . (21)

Как видно из (21), деление интервальных чисел, сим-
метричных относительно нуля, дает интервальное чис-
ло, симметричное относительно нуля.

Интерпретацию формулы (21) легко дать, учитывая,
что 2a  – это полуширина интервала  делимого

],[~
21 aaa = , а 2b′  – полуширина интервала – выреза

],[
~

21
* bbb ′′=  в интервале-делителе ],[

~
21 bbb = , обеспечи-

вающего отсутствие в этом интервале нуля и тем самым

– возможность деления интервала a~ на интервал b
~. Итак,

математический смысл формулы (21) таков: частное от

деления интервала a~ на интервал b
~, содержащий нуль (в

случае, если эти интервалы симметричны относительно
нуля, как и вырез в интервале b

~
, обеспечивающий отсут-

ствие в нем нуля), равно интервалу (также симметрич-
ному относительно нуля), левая граница которого равна
частному от деления ширины интервала-делимого a~ на
ширину интервала-выреза *~

b , взятому со знаком ми-
нус, а правая граница – этому же частному, но взятому
уже со знаком плюс.

Формуле (21) можно придать наиболее понятную
форму, в которой числитель и знаменатель вычисляе-
мой интервальной дроби представлены в явном виде.
Для этого обозначим ширину интервала-делимого a~

через a, ширину интервала-делителя b
~  через b, ширину

интервала-выреза *~
b  через *b . Далее, обозначим черезз

β долю ширины выреза *b  от ширины b  всего интерва-
ла, в котором производится вырез ( )10 <β<  (коэффици-
ент вырезания). Тогда величины в правой части (21) вы-
ражаются в виде

2/2 aa = , 2/2/*
2 bbb β==′ ,

и формула (21) принимает искомую форму

] /  ,/ []0,5,0,5/[]0,5,0,5[
~

/~ bababbaaba ββ−=−−= .(22)

Коэффициент β в формуле (22) должен выбираться
достаточно близким к нулю, так как чем он ближе  к
нулю, тем точность приближенной формулы (22) выше.

Пример 1. Вычислить дробь ]5,5/[]2,2[ −− , получен-
ную делением двух интервалов, симметричных относи-
тельно нуля. Примем коэффициент вырезания 1,0=β .

Далее, учтем, что в нашем случае ширина интервала-де-
лимого равна 4)2(2 =−−=a , а ширина интервала-дели-
теля 10)5(5 =−−=b , тогда по формуле (22) получим

]4/4[)]101,0/(4),101,0/(4[]5/5/[]2,2[ −=⋅⋅−=−− .
Как и следовало ожидать, результатом деления оказа-

лось также интервальное число, симметричное относи-
тельно нуля.

6 СЛУЧАЙ ДЕЛЕНИЯ ИНТЕРВАЛА
НА ИНТЕРВАЛ С НУЛЕМ НА КОНЦЕ

В пп. 3, 4, 5 мы рассмотрели случай, когда интервал-
делитель содержит нуль внутри себя. Если нуль находит-
ся на одном из концов интервала-делителя, формулы де-
ления интервалов изменяются. Это связано с тем, что в
этом случае интервал-делитель ],[

~
21 bbb =   приобретает

одну из двух конкретных форм, отличных от ранее рас-
смотренной формы, указанной на рис. 1, и эти две фор-
мы таковы

1) ],0[
~

bb =  или 2) ]0,[
~

bb = . (23)
Они даны на рис. 3. Последующий вывод рабочих

формул деления интервала ],[~
21 aaa =  на интервал b

~

делаем отдельно для каждого возможного сочетания типа
интервала a~  и типа интервала b

~. Исходная приближен-
ная формула для выполнения операции деления интер-
вала a~  на интервал b

~ таковаа

)
~

\
~

/(~~
/~ *bbaba = . (24)

Формула (24) имеет для рассматриваемого здесь слу-
чая тот же смысл, что и формула (10) для случая нахож-
дения нуля внутри интервала-делителя. Вывод рабочих
формул деления начинаем со случая формы 1 интерва-
ла-делителя b

~ (рис. 3). Здесь скобка в формуле (24) равна

],[],0[\],0[)
~

\
~

( * bbbbbb ′=′= , где bb <′<0 . (25)
Как видно из (25), интервал-делитель в правой части

(24) не содержит нуля. Поэтому в данной формуле деле-
ние можно выполнять по формуле (8). Получение соот-
ветствующих рабочих формул проведем отдельно для
возможных трех типов интервала-делимого ],[~

21 aaa = .
1) 0],[~

21 ≥= aaa . Тогда по формуле (8) получаем из
формулы (24) следующую рабочую формулу для деления:

],/[],[)
~

\
~

/(~~
/~

21
* bbaabbaba =′==

]/,/[]/,/[ 2121 babababa β=′= , (26)

где bb /′=β  – коэффициент ширины выреза b′ в интерва-а-

ле-делителе b
~;

форма 2 форма 1
Рисунок 3.
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2) 0],[~
21 ≤= aaa . Тогда по формуле (8) получаем из

формулы (24) такую рабочую формулу для операции
деления:

],/[],[)
~

\
~

/(~~
/~

21
* bbaabbaba =′==

]/,/[]/,/[ 2121 babababa β=′= , (27)

в которой β  – тот же коэффициент..
3) ],[~

21 aaa =  такой, что 21 0 aa << . Тогда из форму-
лы (24) по формуле (8) получаем следующую рабочую
формулу

],/[],[)
~

\
~

/(~~
/~

21
* bbaabbaba =′==

]/,/[]/,/[ 2121 babababa ββ=′′= , (28)

где β  – тот же коэффициент..
Теперь проделаем ту же процедуру для случая фор-

мы 2 интервала-делителя b
~  (эта форма изображена на

рис. 3). В этом случае скобка в формуле (24) равна

],[]0,[\]0,[)
~

\
~

( * bbbbbb ′=′= , где 0<′< bb . (29)

Как видно из (29), интервал-делитель в правой части
формулы (24) и в этом случае не содержит нуля. Поэтому
деление и здесь можно выполнять по формуле (8). Как и в

случае формы 1 интервала-делителя b
~ , рассматриваем

возможные 3 типа интервала-делимого ],[~
21 aaa = .

1) 0],[~
21 ≥= aaa . По формуле (8) из формулы (24)

получаем следующую рабочую формулу для операции
деления:

],/[],[)
~

\
~

/(~~
/~

21
* bbaabbaba =′==

]/,/[]/,/[ 1212 babababa β=′= , (30)

где bb /′=β  – коэффициент ширины выреза b′ в интер-

вале-делителе b
~;

2) 0],[~
21 ≤= aaa . По формуле (8) из (24) получаем

такую рабочую формулу:

],/[],[)
~

\
~

/(~~
/~

21
* bbaabbaba =′==

]/,/[]/,/[ 1212 babababa β=′= , (31)

в которой β  – тот же коэффициент:
3) ],[~

21 aaa =  такой, что 21 0 aa << . По формуле (8)
получаем из (24) такую рабочую формулу для операции
деления:

],/[],[)
~

\
~

/(~~
/~

21
* bbaabbaba =′==

]/,/[]/,/[ 1212 babababa ββ=′′= , (32)

где β  – тот же коэффициент..
Сравнение рабочих формул деления интервалов (26)

с (30), (27) с (31) и (28) с (32) показывает, что эти двой-
ственные формулы (в них интервал-делимое ],[~

21 aaa =

одного и того же типа, а интервал-делитель ],[
~

21 bbb =
противоположного типа) различаются лишь тем, что

выражение для нижней границы результата деления в
одной формуле является выражением для верхней гра-
ницы результата деления в другой формуле и наоборот.

7 АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ПОСТАВЛЕННЫХ
ЗАДАЧ

Обратимся к двум задачам, поставленным в п. 1. Бу-
дем решать эти задачи в условиях, когда обычные мето-
ды математического анализа, основанные на понятии
предельного перехода в особую точку, не работают, вви-
ду отсутствия предела, так что получить решение невоз-
можно даже для простейших особых точек – вида 0/0 .
Поэтому для получения решения используем здесь прин-
ципиально иной подход, основанный на интервальной
раздетерминизации, т.е. переходе от исходной детерми-
нированной функции к соответствующей недетермини-
рованной – интервальной путем замены детерминиро-
ванных параметров исходной функции соответствующи-
ми интервальными параметрами. В полученной таким
образом интервальной функции особым точкам вида

0/0  и 0/a  ( 0≠a ) исходной детерминированной функ-
ции соответствуют особые интервальные точки такого
вида: 0~/0~  и 0~/~a  (0~ – интервал, содержащий 0, a~ – ин-
тервал, не содержащий 0). После этого для решения за-
дачи расчета функции следует вычислить значения фун-
кции во всех ее интервальных неособых точках, исполь-
зуя общеизвестные методы вычисления интервальных
функций [3], и во всех интервальных особых точках, ис-
пользуя изложенные выше специальные методы вычис-
лений. После этого совокупность проведенных вычис-
лений с помощью предложенных ранее методов анали-
за  [20] дает нам осуществить анализ поведения
имеющейся функции. Из всех указанных процедур но-
выми являются только процедуры вычисления интерваль-
ных функций в интервальных особых точках с помощью
специальных методов вычислений, изложенных выше в
пп.4, 5, 6, поэтому ниже мы ограничимся демонстраци-
ей выполнения только указанных процедур при реше-
нии прикладных задач.

Пример 2. Пусть требуется вычислить решение сле-
дующей детерминированной системы линейных урав-
нений

⎭
⎬
⎫

=+
=+

643
543

21

21
xx
xx . (33)

Сразу видно, что в заданной детерминированной по-
становке система уравнений (33) не имеет решений, по-
скольку при равенстве левых частей обоих уравнений их
правые части различны, так что уравнения противоречи-
вы. О том же говорит и алгебра: определитель системы

04343
4   3
4   3

=⋅−⋅==D ,

а производные от него определители 1D , 2D , получен-
ные заменой 1-го и 2-го столбцов столбцом свободных
членов,

44645
4   6
4   5

1 −=⋅−⋅==D , 35363
6   3
5   3

=⋅−⋅==D ,
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не равны 0, так что система (33) несовместна, т.е. не име-
ет решений. Однако система (33) может быть вполне ре-
алистичной,  например, представлять собой результат
повторных измерений объекта, т.е. процесс последова-
тельного накопления информации в некотором реаль-
ном объекте. Поэтому система уравнений (33) может
иметь реальное решение, если постановку задачи изме-
нить, приблизив ее к реальности. Этим изменением мо-
жет быть более близкая к реальности совокупность не-
детерминированных (интервальных) коэффициентов
уравнений, например, такая: вместо ]4,2[3→ , вместо

]5,3[4 → , вместо ]6,4[5→ , вместо о ]7,5[6 → . Тогда систе-
ма (33) запишется в виде

⎭
⎬
⎫

=+
=+

]7,5[~]5,3[~]4,2[
]6,4[~]5,3[~]4,2[

21

21
xx
xx . (34)

Под решением интервальной линейной системы
уравнений (34) будем понимать интервальную версию
выражений Крамера для решения этой системы (33), т.е.

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

[3,5]   [2,4]
[3,5]   [2,4]

[3,5]   [5,7]
[3,5]   [4,6]~

1x ,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

[3,5]   [2,4]
[3,5]   [2,4]

[5,7]   [2,4]
[4,6]   [2,4]~

2x .  (35)

С использованием общих методов вычисления ин-
тервальной функции [3] вычисляем определители в пра-
вых частях (35)

[3,5][2,4][3,5] [2,4]
[3,5]   [2,4]
[3,5]   [2,4]

=⋅−⋅=

14,14];[[6,20][6,20]]54,32[]54,32[ −=−=⋅⋅−⋅⋅=

[3,5][5,7][3,5] [4,6]
[3,5]   [5,7]
[3,5]   [4,6]

=⋅−⋅=

23,15];[[15,35][12,30]]57,35[]56,34[ −=−=⋅⋅−⋅⋅=

[4,6][2,4][5,7] [2,4]
[5,7]   [2,4]
[4,6]   [2,4]

=⋅−⋅=

14,20][[8,24][10,28]]64,42[]74,52[ −=−=⋅⋅−⋅⋅= .
Подставляя вычисленные определители в выражения

(35) для 1
~x , 2

~x , используя формулу (19) для деления ин-
тервалов, содержащих в себе нуль, и учитывая тот факт,
что в выражении для 1

~x  у делимого 231 −=a , 152 =a , в
выражении для 2

~x  – у делимого 141 −=a , 202 =a  и в обо-
их выражениях ширина делителя имеет значение

28)14(1412 =−−=− bb , принимая ширину выреза нуля
в 10% от ширины делителя и симметрично относитель-
но нуля,  т.е. имеем значение

8,2281,0)( 1212 =⋅=−β=′−′ bbbb ,  так что 4,11 −=′b ,  а
4,12 =′b , находим значения 1

~x , 2
~x :

),4,1/15()4,1/23[(]14,14/[]15,23[~
1 −∧−=−−=x

];4,16;4,16[)]4,1/15()4,1/23( −=∨−−

),4,1/20()4,1/14[(]14,14/[]20,14[~
2 −∧−=−−=x

].3,14;3,14[)]4,1/20()4,1/14( −=∨−− (36)
Мы видим, что система линейных уравнений, у кото-

рой в детерминированном варианте (33) отсутствовало
решение, после интервальной раздетерминизации при-
обретает форму (34), которая уже имеет решение (36).

8 ОБСУЖДЕНИЕ
Выше мы убедились в том, что предложенная проце-

дура раздетерминизации, т.е. переход от модели детер-
минированной системы к модели недетерминированной
интервальной системы придает изучаемой системе но-
вое важное свойство: в точках, в которых знаменатель
функции-характеристики прежней системы обращался
в нуль (особые точки), из-за чего характеристика в этих
точках не существовала, знаменатель функции-характе-
ристики новой системы равен интервалу, включающе-
му кроме нуля, бесконечное множество ненулевых зна-
чений, что делает возможным существование характе-
ристики системы и в особых точках. Благодаря этому
свойству предложенная очень простая процедура раз-
детерминизации, заключающаяся в замене детермини-
рованных параметров характеристики изучаемой систе-
мы соответствующими интервальными параметрами
позволяет изучать исчерпывающим образом системы,
характеристики которых в базовой детерминированной
модели не везде существуют. Примерами подобных си-
стем могут служить разнообразные неклассические ин-
формационные системы, используемые в телеметрии,
надежности, гуманитарной сфере и т.д. Их особенность
заключается в том, что они не могут быть описаны сред-
ствами классической детерминированной математики.
Поэтому для их адекватного описания нужно либо при-
думать новый, адекватный проблеме математический
аппарат, либо придумать новую математическую мо-
дель системы, поддающуюся адекватному описанию
средствами какого-нибудь известного математического
аппарата. Примером первого подхода может служить
предложенный для описания гуманитарных систем ап-
парат нечетких множеств [2]. Примером второго подхо-
да служит предложенный в этой статье раздетерминиза-
ционный подход.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложен метод раздетерминизации для

решения проблемы вычисления детерминированных
функций, имеющих так называемые особые точки, в ко-
торых определенного значения у функции не существу-
ет. Предложенный метод состоит в переходе от проблем-
ной детерминированной функции к соответствующей
недетерминированной (интервальной) функции путем
замены детерминированных параметров функции ин-
тервальными параметрами. Благодаря этому значения
функции в особых точках становятся вполне определен-
ными интервальными значениями, что и позволяет ре-
шить проблему. Решение проблемы достигается легали-
зацией деления на нуль путем интервализации вычисле-
ний. Предложенный подход к решению проблемы
вычисления функций с особыми точками имеет важное
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значение для некоторых классов прикладных систем, в
которых эта проблема существует. Такие системы встре-
чаются в телеметрии, надежности, гуманитарной сфере
и некоторых других областях, в которых не всегда приме-
нимы классические методы детерминистской матема-
тики, что и заставляет искать новые подходы к решению
возникающих здесь задач.
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МЕТОД МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕДІНКИ ФУНКЦІЙ З ДОПОМОГОЮ РАЗДЕТЕРМІНІЗАЦІЇ
Актуальність. При моделюванні організаційно-технічних систем в низці випадків виникають складності дослідження функціону-

вання таких систем, якщо вони формалізовані на основі аналітико-детермінованих функцій. У роботі запропоновано новий метод -
роздетермінізація, створений для вирішення проблеми обчислення детермінованих функцій, що мають так звані особливі точки, в яких
у функції не існує визначеного значення.

Мета. Метою є розробка підходу, що дозволяє здійснювати поділ на нуль і тим самим виключати особливі точки функцій.
Метод. Запропонований у статті метод полягає в переході від проблематичної, з точки зору обчислення, детермінованої функції

до відповідної недетермінованої, а саме, інтервальної функції, шляхом заміни детермінованих параметрів функції відповідними інтер-
вальними параметрами. Завдяки цій заміні значення функції в особливих точках стають інтервальними і цілком визначеними значення-
ми. Останнє і дозволяє вирішити проблему обчислення функції.

Результат. Шляхом вирізання інтервальної функції виведені робочі формули, засновані на основних положеннях інтервальної
математики, які дозволяють легко обчислювати значення цієї функції. Запропонований у статті підхід до вирішення проблеми обчис-
лення функцій з особливими точками має важливе значення для всіх класів прикладних систем, в яких ця проблема реально існує. Мова
тут йде про ті системи, функції-характеристики яких мають деяке число особливих точок. Такі системи зустрічаються найчастіше в
телеметрії, теорії та практиці надійності, гуманітарній сфері та низці інших областей. Особливості цих областей полягають у тому, що
в них не завжди застосовні класичні методи детерміністської математики, що спонукає розробляти нові підходи до вирішення завдань,
що тут виникають.

Висновки. Вирішення проблеми обчислення функції досягається легалізацією ділення на нуль шляхом інтервалізації обчислень.
При цьому використовується принцип вирізання околиці нуля з інтервалу, що є дільником інтервального дробу, що подає досліджувану
функцію.

Ключові слова: інтервал, інтервальна функція, інтервальні обчислення, роздетермінізація, ділення на нуль.
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METHOD OF MODELING OF BEHAVIOR OF FUNCTION BY DEDETERMINATION
Context. In this paper we propose the dedetermination as the new method designed to solving a problem of calculation of deterministic

functions with the so-called singular points where the function does not take a certain value.
Objective. The approach is developed that allows for division by zero and thus exclude singular points of functions.



           41

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2017. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2017. № 1

REFERENCES
1.  Gnedenko B. V. Kurs Teorii Veroyatnostey. Moscow, Nauka, 2004,

350 p.
2.  Zadeh L. A. The Concept of a Linguistic Variable and its

Application to Approximate Reasoning, Information Sciences,
1975, No. 8; 9, pp. 199–249, 301–357; 43–80.

3.   Alefeld G., Herzberger J. Introduction to Interval Computations.
N.Y., Academic Press, 1983, 352 p.

4.  Gorban I. I. Fenomen Statisticheskoy Ustoychivosti. Kiev,
Naukova Dumka, 2014, 370 p.

5.  Wiener N. Extrapolation, Interpolation and Smoothing of
Stationary Time Series. New-York, Technology Press and Wiley,
1949, 180 p.

6.   Kolmogorov A. N. Interpolirovanie i Extrapolirovanie
Stacionarnyh Sluchaynyh Posledovatelnostey, Izvestiya AN SSSR.
Matematika, 1941, No. 5, pp. 3–14.

7.    Kantorovich L. V. O Nekotoryh Novyh Podhodah k Vychislitelnim
Metodam i Obrabotke Nablyudeniy, Sibirskiy Matematicheskiy
Zhurnal, 1962, Vol. 3, No. 5, pp. 3–14.

8.   Nalimov V. V., Chernova N. A. Teoriya Experimenta. Moscow,
Nauka, 1971, 320 p.

9.    Narin’yani A. S. Nedoopredelennost’ v Sisteme Predstavleniya i
Obrabotki Znaniy, Izvestiya AN SSSR. Tehnicheskaya Kibernetika,
1986, No. 5, pp. 3–28.

10. Hyvonen E. Constraint Reasoning Based on Interval Arithmetic:
the Tolerance Propagation Approach, Artificial Intelligence,
1992, Vol. 58, P. 19.

11.Voschinin A. P., Sotirov G. R. Optimizaciya v Usloviyakh
Neopredelennosti. Moscow, MEI; Sofia,Tehnika, 1989, 226 p.

12. Voschinin A. P., Bochkov A. F., Sotirov G. R. Intervalnyi Analiz
Dannyh, Zavodskaya Laboratoriya, 1990, No. 7, pp. 76–81.

13.  Kurzhanskiy A. B. Identification Problem – Theory of Guaranteed
Estimates, Automation and Remote Control, 1991, Vol. 52,
No. 4, pp. 447–465.

14. Levin V. I. Discrete Optimization under Interval Uncertainty,
Automation and Remote Control, 1992, Vol. 53, No. 7, pp. 1039–
1047.

15.  Levin V. I. Boolean Linear Programming with Interval
Coefficients, Automation and Remote Control, 1994, Vol. 55,
No. 7, pp. 1019–1028.

16. Levin V. I. Interval Discrete Programming, Cybernetics and
Systems Analysis, 1994, Vol. 30, No. 6, pp. 866–874.

17. Levin V. I. Nonlinear Optimization under Interval Uncertainty,
Cybernetics and Systems Analysis, 1999,Vol. 35, No. 2, pp. 297–
306.

18. Levin V. I. Metody Optimizacii Sistem v Usloviyah Intervalnoy
Neopredelennosti Parametrov, Informacionnye Tehnologii, 2012,
No. 4, pp. 52–59.

19.Levin V. I.  Metodologiya Optimizacii v Usloviyah
Neopredelennosti Metodom Determinizacii, Informacionnye
Tehnologii, 2014, No. 5, pp. 14–21.

20. Levin V. I. Analiz Povedeniya Netochno Zadannyh Funkciy s
Pomoschyu Intervalno-Diffe-rencialnogo Ischisleniya,
Informacionnye Tehnologii, 2015, Vol. 21, No. 3, pp. 163–170.

Method. The method proposed in this article is to move from the problematic (from point of view of calculating) determined function
to the corresponding not determined (interval) function by replacing determined function parameters by corresponding interval parameters.
Due to this change values of the function at the singular points will be well-defined interval and values.

Results. The latter allows you to solve the problem of calculating the function. For the simplified by cutting out interval function the
effective formulas are derived based on main provisions of interval mathematics and make it easy to calculate value of this function. The
proposed in the article approach to the problem of calculating functions with singular points is important for all those classes of systems in
which the problem really exists. It is about the systems which functions have any number of specific points. Such systems are found mostly in
telemetry, reliability theory and practice, humanitarian and others areas. The features of these areas is that they do not always apply the
classical methods of deterministic mathematics. This leads us to search for new approaches to solving problems that arise here.

Conclusions. The solution to this problem is achieved by legalization division by zero by intervalization of calculations. It uses the
principle of cutting out a neighborhood of zero in the interval being the denominator of the fraction representing studied function.

Keywords: interval, interval function, interval calculation, dedetermination, division by zero.




