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МЕТОД ЧИСЛЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ЗАШУМЛЕННЫХ
ДАННЫХ С ВЫБРОСАМИ

Актуальность. Применение традиционных методов численного дифференцирования к зашумленным данным с выбросами приво-
дит к значительным ошибкам. Объектом данного исследования является процесс численного дифференцирования таких данных.

Цель работы – разработка метода численного дифференцирования зашумленных данных с выбросами, который позволяет полу-
чить гладкую аппроксимацию их первой производной и, соответственно, гладкую аппроксимацию самих данных.

Метод. Предложенный метод численного дифференцирования основан на решении задачи минимизации сглаживающего функци-
онала, который построен на критерии минимума протяженности невязки решения и ограничении энергии первой производной реше-
ния. Критерий минимума протяженности задает основную часть функционала и обеспечивает его устойчивое поведение по отноше-
нию к аддитивному шуму и выбросам. Ограничение задает стабилизирующую часть функционала и обеспечивает гладкость решения
задачи. Вклад указанных частей регулируется с помощью параметра регуляризации. Поскольку основная часть сглаживающего функ-
ционала не является выпуклой, то задача его минимизации является задачей нелинейного невыпуклого программирования. Для числен-
ного решения этой задачи используется метод сопряженных градиентов, в котором величина шага вдоль направления спуска определя-
ется на множестве пробных шагов. Эти шаги минимизируют отдельные компоненты основной и стабилизирующей частей сглаживаю-
щего функционала, что позволяет переходить из одного локального минимума функционала в другой более глубокий локальный
минимум.

Результаты. Моделирование задачи численного дифференцирования зашумленных данных с выбросами и обработка экспери-
ментальных данных, которые представляли собой спектры фотолюминесценции при наличии в их составе узких линейчатых спектраль-
ных составляющих, подтвердили эффективность предложенного метода.

Выводы. Предложенный метод может быть использован для численного дифференцирования зашумленных данных с выбросами.
При этом он позволяет получить гладкую аппроксимацию первой производной исходных данных и гладкую аппроксимацию самих
исходных данных. Данный метод можно обобщить на случай негладкого решения путем построения стабилизирующей части функци-
онала на основе ограничения полной вариации решения.

 Ключевые слова: численное дифференцирование, гладкая аппроксимация, критерий минимума протяженности.

НОМЕНКЛАТУРА
A  – оператор (матрица) антидифференцирования;
D – оператор (матрица) дифференцирования;
E  – функционал;
N –  количество дискретных отсчетов;

jna  –  элемент матрицы A ;
T
kja  – элемент матрицы TA , которая получена транс-

понированием матрицы A ;
e  – вспомогательный вектор;

je  – элемент вектора e ;

jnd  – элемент матрицы D ;
)(tgrad  – вектор градиента на t -ой итерации;

)(th  – шаг вдоль направления спуска на t -ой итера-
ции;

)(tp  – вектор направления спуска на t -ой итерации;

q   – свободный параметр, который отвечает за сте-
пень сглаживания значений;

t  – номер итерации;
u – вектор искомого решения;

)(tu   – вектор решения на t -ой итерации;

u' – вектор первой производной искомого решения;
nu  – элемент вектора u;

x – независимая переменная;

x̂  – точка нормировки функции )(),,( xqβαψ  на еди-
ницу;

y –  вектор исходных зашумленных данных с выбро-
сами;

α   – свободный параметр, который отвечает за вели-
чину сглаживания значений;

β  –  свободный параметр, который отвечает за фор-
му закона распределения

γ – параметр регуляризации;
Φ  – одномерная целевая функция;
Ψ  – неквадратичный функционал, который реализу-

ет понятие «протяженность»;
ψ – стоимостная функция для построения функцио-

нала Ψ;
2||...||  – квадрат евклидовой нормы;

АЦП – аналого-цифровой преобразователь.
ВВЕДЕНИЕ
Операция дифференцирования является мощным

математическим инструментом анализа данных. Она
составляет основу многих современных методов спект-
роскопии [1], астрофизики [2], обработки изображений
[3] и мониторинга движения объектов [4]. Поскольку
операция дифференцирования является неустойчивой
и, следовательно, напрямую не применимой на практи-
ке из-за наличия шума и дискретности данных, то были
разработаны различные методы численного дифферен-
цирования [5]. При этом одни из них (полиномиальная
аппроксимация методом наименьших квадратов, регу-
ляризация Тихонова, сглаживание сплайнами) предпо-
лагают гладкое решение [5], а другие (метод регуляриза-
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ции на основе ограничения полной вариации решения)
предполагают даже разрывное решение [6]. Однако ука-
занные методы плохо работают в случае, когда исходные
данные искажены не только шумом, но и выбросами [7].
Это проявляется в виде ошибочных осцилляций реше-
ния из-за расплывания выбросов и является следствием
того, что функционал невязки решения формируется на
основе квадратичной метрики в условиях равноправно-
сти вкладов зашумленных элементов данных и выбро-
сов. Для устранения этого недостатка такое равнопра-
вие должно быть нарушено.

Целью данной работы является разработка метода
численного дифференцирования зашумленных данных
с выбросами для получения гладкой аппроксимации их
первой производной и, соответственно, гладкой аппрок-
симации самих данных. Предложенная постановка зада-
чи заключается в минимизации сглаживающего функ-
ционала, который состоит из основной и стабилизирую-
щей частей, а вклад этих частей регулируется с помощью
параметра регуляризации. При этом основная часть
функционала построена на базе критерия минимума
протяженности [8]–[10], который применяется к невязке
решения соответствующего интегрального уравнения
Вольтерры и который обеспечивает уменьшение вклада
выбросов. Стабилизирующая часть функционала пост-
роена на основе ограничения квадрата евклидовой нор-
мы первой производной решения и обеспечивает полу-
чение гладкого решения задачи. Далее в работе приво-
дится математическая постановка решаемой задачи как
в общем, так и в развернутом виде, а также численный
метод ее решения на основе метода сопряженных гра-
диентов. В заключительной части работы приводятся
результаты численного моделирования и обработки эк-
спериментальных данных.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть функция )(xg  непрерывна в интервале ],[ ba
и имеет производную

dx
xdgxgxu )()(')( == ; ],[ bax ∈ ,  (1)

причем )(ag  задано. Тогда задачу определения произ-
водной (1) можно сформулировать как задачу решения
линейного интегрального уравнения Вольтерры перво-
го рода [5]

)(ˆ)()( xgdzzuxu x
a

== ∫A ; ],[ bax ∈ , (2)

где )()()(ˆ agxgxg −=  [6]. Если )(xu  является непрерыв-
ной функцией, то )(xg  является гладкой функцией. Да-
лее будем считать, что )(xu  также является гладкой фун-
кцией, полагая существование производной )(' xu .

Пусть гладкая функция )(xf  аппроксимирует функ-
цию )(xg . Тогда, если )(xu  найдено, то о )(xf  можно по-

лучить c помощью формулы: ∫+=
x
a

dzzuagxf )()()( .

Пусть значения функции )(xg  в N  дискретных точ-ч-
ках bxxa N ≤≤≤≤ ...1  искажены значениями iξ  адди-

тивного шума с выбросами, образуя числовой вектор
исходных данных y  с элементами

iii xgy ξ+= )( ; Ni ,...,1= . (3)
Тогда предлагаемая постановка задачи численного

дифференцирования имеет следующий общий вид:

{ }2||||][minarg u'yAu
u

γ+−Ψ , (4)

где Duu'= , а неквадратичный функционал Ψ  реализу-у-
ет концепцию «протяженность» на основе стоимостной
функции [10]

∞<−α+=ψ ββαβα ||];1)/||1[()( /),,(),,( xxkx qqqqq , (5)

где 0>α ; 1≤β<−∞ ; ∞<< q0 ; q<β ;

]1)/|ˆ|1/[(1 /),,( −α+= ββα qqqq xk ; 1)ˆ(),,( =ψ βα xq ;

0ˆ ≠x . Для дискретного случая ∑
=

βαψ=Ψ
N

j
j

q e
1

),,( )(][e .

Подставляя это выражение вместе с (5) в (4) и задавая ли-
нейные операторы A и D с помощью соответствующих
матриц, получим постановку задачи (4) в развернутом виде:
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Подчеркнем, что для 10 ≤β<  имеем 0),,( >βα qk , а для

0<β<−∞  имеем 0),,( <βα qk . Однако для 0=β  запись

задачи (6) и коэффициента ),,( qk βα  преобразуется в запись
на основе логарифмов [10]. Поэтому для практического
использования задачу (6) следует переписать в виде двух
задач оптимизации. Так, отбрасывая несущественные ко-
эффициенты, для случая 0≠β  из (6) имеем задачу
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где |1)/|ˆ|1(| /
1 −α+γ=γ β qqqx  и где 1)sgn( =β  для

10 ≤β<  и 1)sgn( −=β  для 0<β<−∞ . Для случая 0=β  из

(6) путем предельного перехода по 0→β   получаем задачу
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где )/|ˆ|1ln(2
qqx α+γ=γ . Таким образом, (7) и (8) есть

частные случаи (6).
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2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Основу численного дифференцирования составляют

методы аппроксимации [5]. Так, если в окрестности точ-
ки x  функция )(xg  приближается некоторой другойой
функцией )(xf , для которой производная )(' xf  в точкее
x  легко вычисляется, то полагают )(')(' xfxg ≈ . Наибо-
лее просто такое приближение реализуется с помощью
полиномиальной интерполяции. Однако при малой вели-
чине шага соответствующие формулы численного диф-
ференцирования становятся плохо обусловленными и при
наличии шума в исходных данных приводят к некоррект-
ным результатам [5]. Хотя выбор оптимального значения
шага решает проблему устойчивости этих вычислений
[4], однако при этом остаются следующие недостатки:
1) значения исходной функции могут быть не доступны
для всех желаемых значений шага; 2) реализуется кусоч-
но-полиномиальная интерполяция, которая не обеспечи-
вает гладкость решения в точках стыковки полиномов.

Современными методами численного дифференци-
рования зашумленных данных являются [5]: 1) полиноми-
альная аппроксимация на базе метода наименьших квад-
ратов; 2) регуляризация Тихонова; 3) сглаживание сплай-
нами; 4) свертка со сглаживающим ядром Фридриха
(Friedrichs mollifier); 5) вариационный метод Ноулеса и
Уоллеса (Knowles and Wallace); 6) регуляризация на осно-
ве ограничения полной вариации решения (total variation
regularization). Cравнение первых пяти методов показало
преимущество метода регуляризации Тихонова, который
заключается в минимизации выпуклого функционала [5]

22 ||||||||)( uDyAuu kE γ+−=  , (9)

с дифференциальным оператором kD  порядка k  [5].
Важным является то, что задача (9) имеет аналитическое
решение [5]

yADDAAu T
k

T
k

T 1)( −γ+= . (10)

Метод регуляризации на основе ограничения полной
вариации решения предназначен для случаев, когда ис-
комая производная имеет разрывы. Данный метод зак-
лючается в минимизации функционала [5]
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2
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n

j
jj uuE yAuu , (11)

в котором малая положительная величина ε  необходи-
ма для дифференцируемости (11) при 0=u'  [6]. Задача
(11) также сформулирована в [2], где указано, что путем
изменения ε  стабилизирующая часть функционала (11)
меняется от 1L -нормы производной решения u' , что
заставляет решение u ,  быть кусочно-постоянным, до

2L -нормы u', что заставляет u  быть гладким. С геомет-
рической точки зрения, стабилизирующая часть функ-
ционала (11) задает длину кривой, которая описывает гра-

фик функции ε/)(xu . Минимизация длины этой кри-
вой приводит к ее спрямлению и уменьшает осцилля-
ции в решении.

Однако методы, которые основаны на решении зада-
чи (2) в рамках квадратичных метрик, дают плохие ре-
зультаты для случая, когда исходные данные искажены
выбросами. Это обусловлено расплыванием выбросов
из-за их сглаживания, причем чем больше количество
выбросов и чем больше их амплитуды, тем хуже резуль-
тат численного дифференцирования. Для подавления
выбросов обычно применяют метод медианной фильт-
рации [4]. Однако более эффективными методами обра-
ботки зашумленных данных с выбросами являются ме-
тоды «мириадной» [11] и «меридианной» [12] фильтра-
ции. Эти методы разработаны для фильтрации шумов
импульсного типа с «тяжелыми» хвостами их закона рас-
пределения, а именно шума с законом распределения
Коши и шума с «меридианным» законом распределе-
ния. В [10] дано обобщение этих методов и предложен
общий подход к построению методов фильтрации, кото-
рый основан на требовании минимизировать времен-
ную протяженность (длительность) получаемого реше-
ния. Эффективность этого подхода достигается путем
настройки его трех свободных параметров, которые свя-
заны с масштабом (дисперсией) шума, величиной «тяже-
сти» хвостов и формой закона распределения. При этом
возможна настройка как на обычный шум с законом рас-
пределения Гаусса или Лапласа, так и на шум импульсно-
го типа с законом обобщенного распределения Коши, а
также на комбинацию этих шумов. Данный подход кла-
дется в основу предлагаемого метода численного диффе-
ренцирования зашумленных данных с выбросами.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Далее рассмотрим только задачу (8) по следующим

причинам: 1) простота записи из-за отсутствия свобод-
ного параметра β ; 2) рассмотрение задачи (7) выполня-
ется аналогично.

В общем случае задача (8) имеет только численное
решение. Чтобы получить его, используем метод сопря-
женных градиентов, который задан с помощью следую-
щей вычислительной схемы:

0,)()()()1( ≥+=+ th tttt puu ;

0;)0()0( =−= tgradp ;

1;)1()1()()( ≥+−= −− tb tttt pgradp ; (12)

2)1(2)()1( ||||/|||| −− = tttb gradgrad ;

)(minarg )()(
0

)( tt
h

t hh pu +Φ=
≥

.

В (12) одномерная целевая функция )( )()( tt hpu +Φ  за-
висит от h  и получается подстановкой элементов вектора

)()( tt hpu +  в выражение, записанное в фигурных скобках
задачи (8). Далее рассмотрим вопросы построения векто-
ра градиента и минимизации одномерной целевой функ-
ции для случая 2=q , который обеспечивает оптимальную
(в смысле критерия максимального правдоподобия) обра-
ботку данных, искаженных шумом Коши [10].
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Из необходимого условия минимума (8) для случая
2=q  получаем систему из N нелинейных уравнений

Nkuda
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11
222 ==γ+
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ν
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==

,  (13)
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1
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n
jnj yua −=ν ∑

=
 задает элемент вектора невязки

yAuν −= , а nj
N

n

T
knkj ddd ∑

=
=

1

ˆ  задает элемент матрицы

DDT
. Левая часть (13) представляет собой k -ый элемент

вектора градиента.
Решение одномерной задачи:

)(minarg )()()( tt
h

t hh pu +Φ=  заключается в выборе вели-

чины шага h вдоль направления спуска )(tp . Так как Φ
не является унимодальной функцией, то для решения этой
задачи используем метод оптимального пассивного по-
иска на множестве «пробных шагов». Это множество
включает шаги с такими условными названиями: «шаги,
которые обнуляют компоненты невязки решения», «шаги,
которые обнуляют компоненты стабилизирующей части
функционала» и «шаг по методу Ньютона».

Шаги, которые обнуляют компоненты невязки реше-
ния, определяются формулой
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т.е. на каждой итерации существует N таких шагов.
Шаги, которые обнуляют компоненты стабилизиру-

ющей части функционала, получаются из условия ра-
венства нулю этих компонент. Рассматривая стабилизи-
рующую часть функционала в (8) как скалярное произ-
ведение: ),(),(|||| 2 uDuDDuDuu' T== ,  из  условия
равенства нулю каждой из компонент скалярного произ-
ведения ))(),(( )()()()( ttttT hh pupuDD ++  получаем два
набора из N  шагов:
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Шаг, который отвечает методу Ньютона, используется
при условии, что решение находится в окрестности некото-
рого локального минимума. Этот шаг задается формулой

),]([),( )()(
2

)()(]4[ ttTTtth ppDDQAApg γ+−= , (17)
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2)(2

t
j

t
jdiagQ  есть NxN  диаго-о-

нальная матрица, зависящая от 2α  и от вектора невязки

)(tν  на t-ой итерации. Всего существует один такой шаг
на t-ой итерации.

Пробные шаги не являются оптимальными, но они
являются квазиоптимальными, так как приводят к умень-
шению значения функции Φ . Алгоритм поиска на мно-
жестве пробных шагов следующий. Сначала по форму-
лам (14)–(17) генерируются значения пробных шагов.

Затем в качестве )(th  выбирается тот шаг, для которогоо

Φ принимает наименьшее значение. Но если шаг ]4[h ,
который отвечает методу Ньютона, оказывается наилуч-
шим N   раз подряд, то выполняется обновление направ-

ления спуска по формуле: )()( tt gradp −= . Если число
выполненных итераций равно N , то также выполняется
обновление направление спуска. Если ни один из проб-
ных шагов не приводит к уменьшению значения Φ,  тоо

)(th  полагается равным нулю и выполняется обновле-

ние направление спуска. Если )(th   равно нулю дважды
подряд, то итерационный процесс метода сопряженных
градиентов завершается.

Матрицы A и D  имеют следующее строение:
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Матрица A  имеет размер NxN , а матрица D имеет
размер )1( −NNx . Матрицы AAT  и DDT  имеют раз-
мер NxN . Когда решение u  получено, то возможно

построить вектор f  с элементами ∑
=

+=
i

k
ki uagf

1
)( , ко-о-

торый аппроксимирует вектор исходных данных y.
Решение задачи численного дифференцирования

чувствительно к выбору значения )(ag . Если )(ag  апри-
орно не задано, то часто полагают 1)( yag =  [6]. Однакоо
такой выбор даст плохой результат для случая, когда пер-
вый отсчет 1y  содержит выброс. Для устранения этого
недостатка можно решить задачу в «обратном направ-
лении» следования дискретных отсчетов iy , предполагая
отсутствие выброса в последнем отсчете Ny . Тогда в по-
лученном решении u  потребуется обратить направле-
ние следования элементов и умножить их на 1− . Но если
выбросы есть и в первом, и в последнем отсчетах, то сле-
дует сделать два подобных прохода. При этом сначала за-
дача решается в «обратном направлении». В результате
выброс в Ny  будет размыт, но выброс в 1y  будет подав-
лен. Далее получаем вектор f  (его элементы будут следо-
вать в «обратном направлении»), полагаем Nfy =1  и
решаем задачу в «прямом направлении». Такой алгоритм
условно назовем двухпроходовым алгоритмом.
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4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для демонстрации возможностей предложенного

метода были выполнены моделирование задачи числен-
ного дифференцирования зашумленных данных с выб-
росами и обработка экспериментальных данных со спек-
трами фотолюминесценции (ФЛ). Важная цель модели-
рования состояла в том, чтобы имитировать шумовую
обстановку, характерную для измерений спектра ФЛ, и
настроить параметры метода на нее. При этом парамет-
ры 0=β  и 2=q  были фиксированы, а настройке подле-
жали только параметры α  и 2γ .

Спектр ФЛ моделировался в диапазоне длин волн 380–
720 нм с шагом 5,0=λΔ  нм, что отвечало 681=N  диск-
ретным отсчетам λΔ⋅= ixi ; Ni ,...,1= , причем 1xa =  и

Nxb = . Модель спектра задавалась суммой пяти гаус-

совых функций с параметрами: 30001 =A , λΔ= 4101m ,
λΔ=σ 401 ; 7002 =A ,  λΔ= 3102m ,  λΔ=σ 402 ;

2503 =A ,  λΔ= 2103m ,  λΔ=σ 403 ; 3504 =A ,

λΔ= 5004m ,  λΔ=σ 404 ; 1005 =A ,  λΔ= 5805m ,
λΔ=σ 405 , где iA , im  и iσ  есть амплитуда, местополо-ло-

жение и полуширина i -ой гауссовой функции. Ампли-
туды задавались в условных единицах в пределах диапа-
зона значений 16-разрядного АЦП, а привязка местопо-
ложения гауссовых функций к шкале длин волн

выполнялась по формуле: λΔ−+=λ
ii mm 380][ ;

Ni ,...,1= . Так, если λΔ= 4101m , то 5,584][
1 =λm  нм.

К сумме гауссовых функций добавлялся постоянный фон
амплитуды 500 =A  и шум.

При измерениях спектров ФЛ с помощью фотоэлек-
тронного умножителя шум можно считать аддитивным,
а его модель задавать суммой шума, который зависит от
сигнала, и теплового шума. В результате оценивания зна-
чений параметров этой модели на основе эксперимен-
тальных данных для нескольких спектров ФЛ, шум был

описан соотношением: iiii xg ς+η=ξ 15|)(| 2/1 , где iη  и

iς  есть значения гауссовых случайных величин с нуле-
вым математическим ожиданием и единичной диспер-
сией, а число 15 указывает на величину стандартного
отклонения теплового шума (что составляет 4 двоичных
разряда из допустимых 16 разрядов). Однако далее шу-
мовая обстановка дополнительно ухудшалась за счет
добавления положительных выбросов с вероятностью
их появления 0,03 и равномерным распределением их
амплитуды в интервале [0,  2000].

Непосредственно для обработки экспериментальных
данных использовались те зависимости спектров ФЛ,
которые помимо широких «гладких» составляющих спек-
тра содержали очень узкие и достаточно большие по
амплитуде составляющие линейчатого спектра, которые
интерпретировались как выбросы значений. Задача об-
работки состояла в получении гладких зависимостей как
для исходного спектра ФЛ, так и для его первой произ-
водной.

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Результаты моделирования задачи численного диф-

ференцирования зашумленных данных с выбросами при
имитации шумовой обстановки, характерной для изме-
рений спектра ФЛ, представлены на рис. 1.

На рис. 1а приведена исходная последовательность
зашумленных данных с выбросами, а на рис. 1б – ре-
зультат ее численного дифференцирования обычным
методом вычисления правой разностной производной
(например, это выполняет функция diff() среды Matlab).
Видно, что результат такого дифференцирования явля-
ется неудовлетворительным.

На рис. 1в и рис. 1г приведен результат применения
метода регуляризации Тихонова (9) для 1=k  с оптималь-
ным значением параметра регуляризации, где пунктир-
ная линия отвечает истинной зависимости, а сплошная
линия отвечает полученной зависимости. Видно, что
выбросы исказили искомое решение (рис. 1г), вызывая
неверное поведение хвостов полученной зависимости.
При этом относительная ошибка решения и относитель-
ная ошибка аппроксимации составили 11,2% и 4,1%, со-
ответственно. Набор статистики по 100 реализациям
шума дал усредненные значения этих показателей вели-
чиной в 12,7% и 4,2%, соответственно.

На рис. 1д и рис. 1е приведены результаты примене-
ния предложенного метода после использования двух-
проходового алгоритма (242 итерации на первом прохо-
де и 188 итераций на втором проходе) для 100002 =α  и

100002 =γ , где пунктирная линия отвечает истинной за-
висимости, а сплошная линия отвечает полученной за-
висимости. Видно, что на обоих графиках сплошная ли-
ния практически полностью накрыла пунктирную ли-
нию . При этом относительная ошибка решения и
относительная ошибка аппроксимации составили 4,9%
и 1,2%, соответственно. Набор статистики по 100 реали-
зациям шума дал усредненные значения этих показате-
лей величиной в 5,7% и 1,4%, соответственно.

На рис. 2 приведено три экспериментальных зависи-
мости спектров ФЛ кристаллов ZnS:Mn, а также резуль-
таты их сглаживания и численного дифференцирования

предложенным методом для 100002 =α   и 100002 =γ .
При этом использовался двухпроходовый алгоритм, при-
чем для обработки первой экспериментальной зависи-
мости потребовалась 251 итерация на первом проходе и
293 итерации на втором проходе, для обработки второй
экспериментальной зависимости – соответственно 133
и 127 итераций, а для третьей экспериментальной зави-
симости – 254 и 227 итераций, соответственно.

Видно, что выбросы на экспериментальных кривых
расположены не случайно, а их ширина у основания со-
ставляет примерно 2,5 нм. По этой причине их следует
рассматривать как детерминированные линейчатые со-
ставляющие спектра ФЛ, получая последние путем вычи-
тания сглаженной зависимости из исходной зависимости
данных. Также следует отметить, что применение метода
регуляризации Тихонова превращало такие выбросы на
экспериментальных кривых в достаточно широкие «хол-
мы», что приводило к появлению нефизических осцилля-
ций в результатах численного дифференцирования.
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Рисунок 1 – Результаты моделирования:
а, б – данные и их численное дифференцирование обычным методом; в, г – сглаживание данных и численное дифференцирование

методом Тихонова; д, е – сглаживание и численное дифференцирование предложенным методом
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а б в

г д е

ж з и

Рисунок 2 – Обработка экспериментальных данных:
а, г, ж – исходные данные; б, д, з – сглаженные данные; в, е, и – первая производная

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Результаты моделирования и обработки эксперимен-

тальных данных демонстрируют эффективность предло-
женного метода. Это во многом определяется хорошим
качеством настройки его свободных параметров α, β , q
и параметра регуляризации 2γ . Поскольку для заданной
шумовой обстановки была типична некоторая шумовая
полоса с выбросами значений, то для грубой настройки
на эту шумовую обстановку в качестве прототипа был
выбран шум импульсного типа с законом распределе-
ния Коши [11]. Для этого шума 0=β , 2=q , а α  должно
настраиваться на полуширину шумовой полосы (т.е. на
масштаб шума Коши) [10]. Вторым настраиваемым па-
раметром был параметр регуляризации 2γ , который
имеет смысл отношения величины протяженности не-
вязки решения к величине энергии производной реше-
ния. На практике настройка параметров α  и 2γ  выпол-
нялась на этапе численного моделирования типовых за-

дач данного класса путем минимизации абсолютной
ошибки решения. Затем полученные значения этих па-
раметров применялись к другим задачам этого класса, в
том числе, к задачам с экспериментальными данными.
Хотя более точная настройка β  и q  позволяет улучшить
результаты [10], однако здесь она не выполнялась.

При решении задачи одномерной оптимизации наи-
лучшими шагами более часто оказывались пробные
шаги, которые обнуляли компоненты стабилизирующей
части функционала, а менее часто – шаги, которые об-
нуляли невязку решения. Шаги, которые отвечали мето-
ду Ньютона, при вычислениях практически не использо-
вались, что указывает на их низкую эффективность для
решения подобных задач.

ВЫВОДЫ
Предложенный метод может быть использован для

численного дифференцирования зашумленных данных
с выбросами. При этом он позволяет получить гладкую
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аппроксимацию первой производной от исходных дан-
ных и, соответственно, гладкую аппроксимацию самих
исходных данных.

Результаты  моделирования и обработки эксперимен-
тальных данных, которые представляли собой спектры
фотолюминесценции при наличии в их составе узких
линейчатых спектральных составляющих, подтвердили
эффективность предложенного метода.

Метод можно обобщить на случай негладкого реше-
ния путем построения стабилизирующей части функци-
онала на основе ограничения полной вариации решения.
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МЕТОД ЧИСЕЛЬНОГО ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ЗАШУМЛЕНИХ ДАНИХ З ВИКИДАМИ
Актуальність. Застосування традиційних методів чисельного диференціювання до зашумлених даних з викидами призводить до

значних похибок. Об’єктом цього дослідження є процес чисельного диференціювання таких даних.
Мета роботи – розробка методу чисельного диференціювання зашумлених даних з викидами, який дозволяє отримати гладку

апроксимацію їх першої похідної та, відповідно, гладку апроксимацію самих даних.
Метод. Запропонований метод чисельного диференціювання заснований на рішенні задачі мінімізації згладжувального функціона-

ла, який побудований на критерії мінімуму протяжності відхилу рішення та обмеженні енергії першої похідної рішення. Критерій
мінімуму протяжності формує основну частину функціонала й забезпечує його стійку поведінку у відношенні до адитивного шуму й
викидів. Обмеження формує стабілізувальну частину функціонала й забезпечує гладкість рішення задачі. Внесок зазначених частин
регулюється за допомогою параметра регуляризації. Оскільки основна частина згладжувального функціонала не є опуклою, то задача
його мінімізації є задачею нелінейного неопуклого програмування. Для чисельного рішення цієї задачі використовується метод
спряжених градієнтів, в якому величина кроку вздовж напрямку спуска визначається на множині випробувальних кроків. Ці кроки
мінімізують окремі компоненти основної та стабілізувальної частин функціонала, що дозволяє переходити з одного локального мініму-
му функціонала в інший більш глибокий локальний мінімум.

Результати. Моделювання задачі чисельного диференціювання зашумлених даних з викидами та обробка експериментальних
даних, які являли собою спектри фотолюмінесценції з присутністю в їх складі вузьких лінійчатих спектральних складових, засвідчили
ефективність запропонованого методу.

Висновки. Запропонований метод може бути використаний для чисельного диференціювання зашумлених зашумлених даних з
викидами. При цьому він дозволяє отримати гладку апроксимацію першої похідної початкових даних, а також гладку апроксимацію
самих початкових даних. Поданий метод можна узагальнити на випадок негладкого рішення шляхом побудови стабілізувальної частини
функціонала на основі обмеження повної варіації рішення.

Ключові слова: чисельне диференціювання, гладка апроксимація, критерій мінімуму протяжності.
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Vovk S. M.
PhD, Associate professor, Associate professor of Department of Automated Systems of Information Processing, Dnipropetrovs’k

National University, Dnipro, Ukraine
METHOD FOR NUMERICAL DIFFERENTIATION OF NOISY DATA WITH OUTLIERS
Context. Using of conventional methods of numerical differentiation to the noisy data with outliers leads to significant errors. The object

of this study is the process of numerical differentiation of such data.
Objective. The goal of this work is the development of a method of numerical differentiation of the noisy data with outliers to obtain a

smooth approximation of the first derivative of original data as well as a smooth approximation of the original data themselves.
Method. The proposed method of numerical differentiation is based on solving the problem of minimizing the smoothing functional,

which is built on the criteria of a minimum of extent of the solution residual and of an energy constraint of the first derivative of solution. The
minimum-extent criterion defines the main part of functional and ensures its stable behavior with respect to the additive noise and outliers. The
energy constraint defines the stabilizing part of the functional and provides a smooth solution of the problem. The contribution of these parts
is controlled by a regularization parameter. Since the main part of smoothing functional is not convex, then the minimization problem is the
non-convex nonlinear programming problem. For the numerical solution of this problem the conjugate gradient method is used. In this method
the step size along the descent direction is defined on the set of test steps. These steps minimize the individual components of the main and
stabilizing parts of the smoothing functional that allows to move from the one local minimum of the functional to another deeper local
minimum.

Results. Simulation of the problem of numerical differentiation of noisy data with outliers and processing of the experimental data, which
are photoluminescence spectra with narrow line components in their compositions, confirmed the performance of the proposed method.

Conclusions. The proposed method can be used for numerical differentiation of noisy data with outliers. It provides a smooth approximation
of the first derivative of the original data, as well as a smooth approximation of the original data themselves. This method can be generalized
to the case of non-smooth solutions by constructing a stabilizing part of the functional based on the criterion of minimum total variation.

Keywords: numerical differentiation, smooth approximation, minimum-extent criteria.
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