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Запропонований підхід до розв’язку задачі стійкості циліндричних
анізотропних оболонок під дією осьового стиску, заснований на
використанні процедури Бубнова-Гальоркіна при урахуванні граничних
умов на поверхнях і торцях циліндричної оболонки та чисельного методу
дискретної ортогоналізації, у тривимірній постановці. 

Предложен подход к решению задачи устойчивости цилиндрических
анизотропных оболочек под действием осевого сжатия, основанный на
использовании процедуры Бубнова-Галеркина с учетом краевых
условий на поверхностях и торцах цилиндрической оболочки и
численного метода дискретной ортогонализации, в трехмерной
постановке. 
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Approach to the solution of a problem of stability of cylindrical anisotropic 

shells under the influence of the axial compression, based on use of procedure 

of Bubnov-Galerkin taking into account boundary conditions on surfaces and 

end faces of a cylindrical shells and a numerical method of discrete 

orthogonalization, in three-dimensional statement is offered 
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Введение. 

Устойчивость анизотропных оболочечных конструкций на основе

двухмерных теорий обстоятельно исследована в работах [1, 2]. 

Исследованию устойчивости оболочек вращения из изотропных и

ортотропных материалов при осевом сжатии в трехмерной постановке

посвящены работы [3-9]. Некоторые подходы к  расчету на устойчивость

цилиндрических оболочек, проведенные в пространственной постановке на

основе метода конечных элементов, реализованы в [3, 9], однако   только

для отдельных случаев механических свойств материалов. В [5] 

представлены решения по трехмерной устойчивости цилиндров из

ортотропных материалов.

Отсутствие исследования устойчивости анизотропных оболочек в

трехмерной постановке, изготовленных из материала, упругие свойства

которого имеют одну плоскость упругой симметрии, объясняется

сложностью решения таких задач. Как известно, это вызвано связанностью

деформаций растяжения и сдвига, изгиба и кручения. Очевидно, что их

учет в расчетных моделях приводит к более сложным, в сравнении с

ортотропными, уравнениям устойчивости. Вместе с тем, их учет может

позволить расчетчикам и проектантам конструировать оболочечные

системы из таких материалов, которые могут воспринимать

эксплуатационные нагрузки и быть при этом оптимальными, например, по

весу. Кроме этого, полученные трехмерные решения могут служить

эталонами в расчетах на устойчивость численными методами оболочечных

конструкций более  сложной геометрии.   

Постановка задачи. 

Рассматриваются упругие цилиндрические оболочки, отнесенные к

цилиндрической системе координат r , z , θ . Оси z и θ которой

совпадают с линиями главных кривизн конструкции, r – нормальная

координата по толщине цилиндра. Анизотропия материала обусловлена

поворотом главных направлений упругости ортотропного материала

относительно оси z принятой системы координат. 
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Уравнения равновесия запишем с учетом связи между деформациями и

перемещениями оболочки, соответственно работе  [8]: 
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где r  – радиус цилиндра, который не зависит от координат z и θ ; σ̂ , τ̂ – 

проекции напряжений на оси принятой системы координат до деформации

оболочки: 
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Связь между составляющими деформаций и перемещений используем в

виде: 
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Тут zu , θu , ru – перемещения точек цилиндра в направлении осей z , θ , r

соответственно. 

Соотношения обобщенного закона Гука, связывающие компоненты

деформаций и напряжений при повороте осей ортотропии вокруг оси z
запишем так: 

                           θθθ τσσσ zrrzzzz aaaae 16131211 +++= ; 

θθθθθ τσσσ zrrzz aaaae 26232212 +++= ; 

                           θθθ τσσσ zrrzzrr aaaae 36332313 +++= ;                                     

                           rzrr aae ττ θθ 4544 += ;                                                           (4)        

                           rzrrz aae ττ θ 5545 += ; 

                           θθθθ τσσσ zrrzzz aaaae 66362616 +++= .                                                  

В (4) ija  ( 61,j,i = ) – механические константы материала имеющего одну

плоскость упругой симметрии, связь которых с постоянными материала оси

ортотропии которого совпадают с координатными
/
ija , запишем

соответственно  работе [7]: 
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здесь ψ  – угол поворота главных направлений упругости исходного

ортотропного материала относительно оси z принятой системы координат. 

Методика решения задачи. 

Соотношения обобщенного закона Гука, для материала с одной

плоскостью упругой симметрии (4), приведем к виду, который используем

для решения системы (1) 

                             rrzzzzz cebebeb σσ θθθ 1161211 +++= ; 

rrzzz cebebeb σσ θθθθθ 2262212 +++= ; 

                             rrzzzz cebebeb στ θθθθ 3662616 +++= ; 

                             rrzzzrr cececece σθθθ 4321 +−−−= ;                              (6)               

                             rzrrz aae ττ θ 5545 += ; 

                             rzrr aae ττ θθ 4544 += ,                                                                                 

где ijb ( 621 ,,j,i = ), ic ( 41 ,i = ) – характеристики, которые выражаются

через механические константы ija  ( 6531 ;;,j,i = )   материала оболочки [4]. 

Уравнения устойчивости на основе статического критерия Эйлера  

получим при использовании системы (1), с учетом зависимостей (2), (3):  
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zzσ та

0
θτ z известные докритические значения напряжений. Так как

рассматривается задача осевого сжатия, то превалирующими являются

напряжения
0
zzσ та

0
θτ z  [4, 7], которые представлены в системе (7). Такой

подход указывает на однородность докритического напряженного состояния

цилиндрической оболочки. 

Определим для такой конструкции связь между этими напряжениями. Так

как до момента потери устойчивости оболочка сохраняет

недеформированную форму, то в докритической стадии деформация θze   

равна нулю и описывается  (4): 

00
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16 =+= θθ τσ zzzz aae . 

Из нее вытекает связь между осевыми и касательными докритическими

напряжениями вида:  
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Решение системы (9) осуществим  при  использовании  граничных

условий: 

на внутренней 0rr = и внешней Nrr = поверхностях оболочки

                                               0=== θττσ rrzrr ;                                         (10) 

на торцах

                                          
0
zzzz σσ −= ,  0== θuur ,                                   (11) 

что может соответствовать наличию на них диафрагм абсолютно жестких в

своих плоскостях и гибких из них. 
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В дальнейшем для преобразования трехмерной задачи в одномерную

воспользуемся процедурой метода Бубнова-Галеркина. В соответствии с ней, 

разложим все функции в тригонометрические ряды по координате вдоль

образующей z так, что бы они удовлетворяли граничным условиям (11), а

также учтем их периодичность по окружной координате θ : 
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1 0
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После использования процедуры Бубнова-Галеркина и разделения

переменных в уравнениях (9) при помощи соотношений (12), получаем

бесконечную систему обыкновенных дифференциальных уравнений

устойчивости в нормальной форме Коши: 

;,vl)m,p(
r

,wl)m,p(
r
k

,wl,v
r

b
k,vl)m,p(

r

b
,u)m,p(

r

b
k

,u
r

b
l,w

r

b
,

r
k,l,

r

c

r

,

mmz
m

mmz
m

ppzzpmm
m

m
m

ppppppp
p

′+′−

−++′++′+

+−+−+
−

=
∂

∂

∑∑

∑∑

ϕτϕτ

σϕϕ

ττσ
σ

θθ
00

20

2
2226

2
26

12
2

22
323133

133

22

11



412 

;,ul)p,m(
r
k,ulv)p,m(

r

b
k

vl)p,m(bul)p,m(
r

b
k

w)p,m(
r

b
k)p,m(

r

c
kvl

r

bb
k

u
r

b
kulbwl

r

b

r
lc

r

mmz
m

ppzzp,
m

m,m
m

m,m
m

m,
m

m,
m

p,p

p,p,pp,pp,p,p
p,

′++′+

+′++′+

+′−′−
+

−

−++−−−=
∂

∂

∑∑

∑∑

∑∑

ϕτσϕ

ϕϕ

ϕσϕ

τσ
τ

θ
020

2
262

2
16

16

2
26

33
36612

2
6622

11
12

31331
31

2

2

1

;,vl)m,p(
r
kw)m,p(l

r
vl

vl)m,p(
r

b
ku)m,p(

r

b
kul)m,p(b

wl)m,p(
r

b
l)m,p(cv

r

b
kvlb

ul
r

bb
kw

r

b
k

rr

c

r

mmz
m

m,mz
m

p,pzz

m,m
m

m,
m

m,m
m

m,m
m

m,m
m

p,p,p

p,pp,p,
p,p,

′+′−+

+′+′+′+

+′−′−++

+
+

−+−
∂

∂
−=

∂

∂

∑∑

∑∑∑

∑∑

ϕτϕτσ

ϕϕϕ

ϕσϕ

τ
θ

στ

θθ
0020

26
2

2622
16

26
3332

2222
66

6612
2

22
32

33232

22

2

2

         

−′−−−=
∂

∂
∑ m,
m

p,pp,p,
p,

u)m,p(
r

c
kulcw

r

c
c

r

w
ϕσ 3

1
2

334

;v
r

c
kvl)m,p(c p,m,m

m

2
3 −′−∑ ϕ

p,pm,
m

p,
p,

wl)p,m(aa
r

u
−′+=

∂

∂
∑ 32453155 τϕτ ; 

p,p,p,m,
m

p,
v
r

w
r

k
a)m,p(a

r

v 1
32443145 +++′=

∂

∂
∑ ττϕ ;                         (13) 



413 

;,vl)m,p(
r

,wl)m,p(
r
k

,wl,v
r

b
k,vl)m,p(

r

b
,u)m,p(

r

b
k

,u
r

b
l,w

r

b
,

r
k,l,

r

c

r

,

mmz
m

mmz
m

ppzzpmm
m

m
m

ppppppp
p

ϕτϕτ

σϕϕ

ττσ
σ

θθ
00

20

2
2226

2
26

12
2

22
323133

133

22

11

∑∑

∑∑

+−

−′+′+++

+′−′+′−′+′
−

=
∂

′∂

                   

;,ul)p,m(
r
k,ul

v)p,m(
r

b
kvl)p,m(bul)p,m(

r

b
k

w)p,m(
r

b
k)p,m(

r

c
kvl

r

bb
k

u
r

b
kulbwl

r

b

r
lc

r

mmz
m

ppzz

p,
m

m,m
m

m,m
m

m,
m

m,
m

p,p

p,p,pp,pp,p,p
p,

ϕτσ

ϕϕϕ

ϕσϕ

τσ
τ

θ
020

2
2622

16
16

2
26

33
36612

2
6622

11
12

31331
31

2

2

1

∑

∑∑∑

∑∑

+′+

++++

+−−′
+

−

−′+′+′−′−′−=
∂

′∂

+−−′+′+

+′
+

−′+′−
∂

′∂
−=

∂

′∂

∑∑ m,m
m

m,m
m

p,p,p

p,pp,p,
p,p,

wl)m,p(
r

b
l)m,p(cv

r

b
kvlb

ul
r

bb
kw

r

b
k

rr

c

r

ϕσϕ

τ
θ

στ

26
3332

2222
66

6612
2

22
32

33232 2

;,vl)m,p(
r
kw)m,p(l

r
vl

vl)m,p(
r

b
ku)m,p(

r

b
kul)m,p(b

mmz
m

m,mz
m

p,pzz

m,m
m

m,
m

m,m
m

ϕτϕτσ

ϕϕϕ

θθ
0020

26
2

2622
16

22

2

∑∑

∑∑∑

+−′+

++++

         

;v
r

c
kvl)m,p(c

u)m,p(
r

c
kulcw

r

c
c

r

w

p,m,m
m

m,
m

p,pp,p,
p,

′−−

−−′−′−′=
∂

′∂

∑

∑

2
3

3
1

2
334

ϕ

ϕσ



414 

p,pm,
m

p,
p,

wl)p,m(aa
r

u
′−+′=

∂

′∂
∑ 32453155 τϕτ ; 

p,p,p,m,
m

p,
v
r

w
r

k
a)m,p(a

r

v
′+′+′+=

∂

′∂
∑

1
32443145 ττϕ ,                                                

где вторая группа уравнений получена заменой знака перед k на

противоположный. 

В (13) 
L

m
lm

π
= , 

L

p
l p

π
= , L – длина образующей цилиндра, p , m  – 

волновые числа в рядах Фурье (12). 

Функции )m,p(ϕ и )p,m(ϕ зависят от целых численных параметров

p и m и определяются формулами: 
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, если mp +  – непарное. 

Реализация полученной системы уравнений (13) при граничных условиях (11) 

проводится при использовании численного метода дискретной ортогонализации

[10]. Алгоритм решения задачи устойчивости оболочек вращения, находящихся  

под действием осевого сжатия,  реализован в виде пакетов прикладных программ

для ПК. 

Результатычисленных расчетов  и их анализ. 

Тестирование результатов решения по предлагаемому подходу   задачи

устойчивости цилиндрических оболочек из ортотропных материалов при осевом

сжатии проводилось со значениями критических напряжений приведенными в [5]. 

Рассматривались оболочки: радиуса R=0.6м, длины L=2.15м, физико-

механическими характеристиками материала E11=10,0E0, E22=2.8E0, E33=E0, 

G12=1.075E0, G13=G23=2E0, ν 21=0.3, ν 12=0.084, ν 32=0.22, ν 31=0.35, 

E0=1,0 610⋅ МН/м
2
. Результаты  сравнения  полученных  значений

критических напряжений приведены в таблице 1.  
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Таблица 1. 

Критические осевые напряжения для ортотропной оболочки

Толщина

стенки

Результаты расчетов по

методике [5] 

Результаты расчетов по

предлагаемой методике

Количество

волн

Критическое

значение

crσ , МН/м
2 

Количество

волн

Критическое

значение

crσ , МН/м
2 

h=0.012м 6 4.0 410⋅ 6 4.0 410⋅

h=0.02м 5 6.5 410⋅ 5 6.5 410⋅

h=0.025м 4 8.0 410⋅ 4 8.0 410⋅

Анализ результатов тестовых расчета на устойчивость, приведенных в

табл.1, указывает на  полное соответствие  решений, полученных по

предлагаемому подходу, в сравнении с данными работы [5]. К сожалению, 

авторам работы не удалось отыскать в литературе достоверные данные

расчетов на устойчивость анизотропных цилиндрических оболочек в

трехмерной постановке.   

В качестве реализации методики рассмотрим устойчивость

цилиндрической оболочки  постоянной толщины созданной перекрестной  

укладкой слоев ортотропного материала под углами iψ± к оси z. 

Параметры оболочки соответствуют предыдущей задаче, а толщину h 

примем равной 0.03м. Исследовано три типа оболочек, которые находились

под действием осевого давления. Первая – однослойная, вторая – 

двухслойная. Расчет третьей конструкции проведен  без учета анизотропных

констант материала 6ia , 31÷=i , 45a , т.е. – оболочка являлась ортотропной. 

Так как принятые геометрические характеристики оболочки

соответствуют  тонким, то предложенный подход к решению трехмерной

задачи устойчивости может быть сравним с решениям, полученными по

двухмерным теориям.  Величины критических  нагрузок, определенные по

предлагаемому в работе подходе, сопоставим  с найденными при

использовании классической теории, которые получены в работе  [1]. 

Расчет устойчивости проиллюстрирован графиками на рис.1 и

представлен в табл.2, где указаны количество волн в окружном направлении, 

соответствующее моменту потери устойчивости. 
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Таблица 2. 

Критические усилия в анизотропных оболочках

Угол

намот-

ки

ψ , 

град

Однослойная

оболочка

Двухслойная

(перекрестно-

намотанная оболочка) 

Расчет без учета

анизотропных

констант материала

Предлага-

емая

методика

Методика

[1] 

Предлага-

емая

методика

Методика [1] Предлага-

емая

методика

Методика [1]

Кол-во

волн
crF Кол-во

волн
crF Кол-во

волн
crF Кол-во

волн
crF Кол-во

волн
crF Кол-во

волн
crF

0 4 28.2 4 31.2 4 28.2 4 31.2 4 28.2 4 31.2 

10 3 20.0 4 24.4 4 27.4 4 29.7 4 31.0 4 34.5 

20 3 16.3 3 20.9 3 28.2 3 30.3 3 32.8 0 42.0 

30 3 15.9 3 20.2 2 28.5 2 30.6 3 33.5 0 38.3 

40 3 18.6 3 22.9 1 28.8 1 30.8 0 32.7 0 35.0 

50 2 24.8 3 30.4 0 30.7 0 32.3 0 32.6 0 35.2 

60 2 27.6 1 31.6 3 30.0 1 36.1 2 31.6 0 37.9 

70 4 27.4 4 31.6 4 27.5 4 31.4 2 29.9 4 41.1 

80 4 26.6 4 29.9 4 26.3 4 29.4 2 28.2 4 34.0 

90 4 28.0 4 30.9 4 28.0 4 30.9 4 28.0 4 30.9 

На графике все критические величины crF приводятся к значениям, 

полученным на основе гипотезы Кирхгофа-Лява
0
clF   

                                                       
0
cl

cr*

F

F
F = ,                                                   (15) 

при угле укладки композита 0=ψ , в соответствии с формулой  работы [11] 
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                                                                                                                               (16) 

Значения критических сжимающих нагрузок, что приведены таблице 2  

следует  умножить на 210 МН/м. 

Обозначения кривых на рис.1 такие. Цифрами 1, 2 и 3 указаны типы

оболочек. При них буквами (а) и (б) обозначен вид использованного при

расчете подхода – предлагаемого и также методики работы [1] 

соответственно. Расположение кривых на рис.1 позволяет утверждать, что
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величины критических нагрузок осевого сжатия существенно зависят от угла

ψ укладки исходного ортотропного материала.  

*F

0ψ                                                                                                                      

Рис. 1. Зависимости критических нагрузок от угла поворота осей ортотропии

Как видно на рис.1, наименьшие величины  осевых критических нагрузок

имеют место для однослойной анизотропной оболочки (кривая 1). При

увеличении количества слоев до двух осевые критические нагрузки

существенно увеличиваются (кривая 2) и становятся  самыми большими  в

соответствии с  расчетами без учета анизотропных констант материала

(кривая 3). Причем в случае одно- и двухслойных оболочек результаты

критических нагрузок, полученные по предлагаемому подходу, практически

соответствуют значениям классической теории [1] (несовпадение не

превышает 9%). Расчеты на устойчивость  без учета анизотропных констант

материала указывают на существенное расхождение между результатами

критических нагрузок, которое, однако, не превышает 27%. Заметим, что для

всех трех типов цилиндров критические значения осевого сжатия, 

полученные при использовании предложенного подхода, меньше

вычисленных в классической постановке. 

Так же рассмотрим задачу устойчивости коротких цилиндров различной

толщины в зависимости от угла поворота главных направлений упругости

материала iψ± относительно оси z оболочки. Механические параметры

ортотропного материала боропластика такие: E11=28E0, E22=3.1E0, E33=3.1E0, 

G12= G13=1.05E0, G23=2.1E0, ν 21=0.25, ν 12=0.0277, ν 32=0.15, ν 31=0.3, 

E0=10 410⋅ МН/м
2
. 

Задача устойчивости цилиндров, при действии равномерно

распределенного по торцу осевого давления, решена при следующих

исходных данных: R=100см, L=100см в зависимости от толщины стенки
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h =0.01м (Рис. 2), h =0.02м (Рис. 3), h =0.05м (Рис. 4), h =0.1м (Рис. 5). 

Причем каждой толщине оболочки соответствуют три типа задачи: первый

(1) – однослойная оболочка, второй (2) – двухслойная и третий (3) – расчет

конструкции проведен без учета анизотропных констант материала 6ia , 

31÷=i , 45a . 

Обозначения кривых на рисунках соответствуют типам задачи. 

crF
210⋅ , МН/м                                            crF

210⋅ , МН/м

                                                            
0ψ                                                              

0ψ    

Рис. 2. Толщина оболочки h =0.01м                Рис. 3. Толщина оболочки h =0.02м   

Кривые рис. 2, 3, 4, 5 указывают на то, что характер изменения величин

критических нагрузок осевого сжатия, при увеличении угла наматывания ψ

от 0
0
до 90

0
, зависит также и от толщины короткой оболочки. Из графиков

видно, что при толщине цилиндра 1см характер изменения критических

значений от угла ψ подобен графикам рис. 1. с минимальными значениями в

диапазоне изменения угла 00 405 ≤≤ψ . С увеличением толщины в этом же

диапазоне критические величины возрастают и приобретают максимальные

значения. 

crF
210⋅ , МН/м                                           crF

210⋅ , МН/м

                                                   
0ψ                                                                 

0ψ    

    Рис. 4. Толщина оболочки h =0.05м                 Рис. 5. Толщина оболочки h =0.1м  
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Вывод. 

Применение предлагаемого подхода, основанного на использовании

процедуры Бубнова-Галеркина при  учете граничных условий на

поверхностях и торцах оболочки и численного метода дискретной

ортогонализации, позволяет решать в трехмерной постановке задачи

устойчивости цилиндрических оболочек, находящихся  под действием

осевых нагрузок, из материала с одной плоскостью упругой симметрии в

широком диапазоне изменения геометрических и механических

характеристик.  

1. Баженов В.А., Семенюк М.П., Трач В.М. Нелінійне деформування, стійкість і
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