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ЗАСТОСУВАННЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР’Є ДЛЯ ПОШУКУ ЛОКАЛІЗОВАНИХ МОД  

ГРАДІЄНТНИХ ПЛАНАРНИХ ХВИЛЕВОДІВ 
 

Планарні хвилеводи є важливими компонентами у побудові різноманітних інтегральних оптичних пристроїв. На сьогодні 
в науковій літературі описано ряд аналітичних методів для розрахунку планарних градієнтних хвилеводів, які, однак, охоплюють 
лише деякі різновиди таких структур. В даному дослідженні розроблено числовий метод для пошуку постійних поширення та 
відповідних їм розподілів поля мод планарних хвилеводів. Він ґрунтується на перетворенні Фур’є хвильового рівняння. Метод 
перевірено на багатьох прикладах. Також досліджено вплив параметрів числового процесу на значення постійних поширення.        
В ході проведення досліджень було забезпечено числову стабільність і високу точність розрахунку, що підтверджує ефективність 
запропонованого методу. Очікується, що результати дослідження можна буде використати для проектування напівпровідникових 
лазерів. Іл. 2. Табл. 1. Бібліогр.: 17 назв. 
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Одним із напрямів оптоелектроніки, що 
зазнає найбільш швидкого розвитку, є інтеграль-
на оптика. Інтерес до неї викликаний перш за все 
можливістю створення надійних і малогабарит-
них пристроїв для оптичної обробки інформації, 
керування та тунелювання оптичного випроміню-
вання. На основі різноманітних оптичних хвиле-
водних елементів, що інтегровані на загальній 
підкладці й керуються електричними та оптични-
ми сигналами, створюються модулятори, комута-
тори, аналого-цифрові і цифро-аналогові перет-
ворювачі, логічні пристрої, процесори, приймаль-
ні та передавальні модулі, частотно-селективні 
пристрої для світловодних систем передачі та 
обробки інформації. Особливо важливим є вико-
ристання інтегрально-оптичних схем для побудо-
ви напівпровідникових лазерів [1] та лазерів з 
розподіленим зворотним зв’язком [2, 3]. 

Планарні хвилеводи можуть складатися з 
багатьох шарів, а діелектрична проникність може 
змінюватися за певною функцією від координати 
(градієнтні хвилеводи). Якщо в межах кожного 
шару діелектрична проникність є постійною, то 
отримують дисперсійне трансцендентне рівняння, 
яке розв’язують числовим методом [4, 5]. Однак 
цей метод є доволі громіздким, і при збільшенні 
кількості шарів доводиться складати нове транс-
цендентне рівняння. Також для пошуку постійних 
поширення та відповідних електромагнітних 
полів хвилеводних мод градієнтних хвилеводів 
використовують наближений метод Вентцеля–
Крамерса–Бріллюена (ВКБ) [6], який запозичено з 
квантової механіки. Для пошуку постійних    
поширення використовують прямі числові 
розв’язки рівнянь Максвелла [7] та деякі матричні 
методи [8, 9]. Також постійні поширення хвиле-

водних мод можна визначити на основі резонанс-
них явищ [10, 11]. 

Хвильове рівняння для планарних хвиле-
водів для хвиль ТЕ-поляризації [4] за своєю струк-
турою ідентичне одновимірному стаціонарному 
рівнянню Шредингера [6]. Отже, для визначення 
постійних поширення хвилеводних мод градієнт-
них планарних хвилеводів використовується ці-
лий ряд наближених методів, які вперше отрима-
ли розвиток для задач квантової механіки [6]. 

Для аналізу багатошарових хвилеводів 
запропоновано числовий метод [12, 13], суть 
якого полягає в тому, що у хвильовому диферен-
ціальному рівнянні другу похідну напруженості 
поля замінюють відповідним різницевим опера-
тором і, написавши різницеве рівняння для ба-
гатьох координат, отримують відому задачу мат-
ричної алгебри на власні числа та власні вектори. 
Отримані власні числа відповідають постійним 
поширення хвилеводних мод, а власні вектори – 
розподілу поля у хвилеводі. Щоб досягнути високої 
точності, необхідно брати малий крок по коорди-
наті. Як наслідок, для визначення постійних по-
ширення потрібно шукати власні значення мат-
риці великих розмірів, не менше ніж 1 000×1 000. 
Невисоку точність цього методу демонструють 
результати роботи [13]. 

Зауважимо, що відомі методи пошуку по-
стійних поширення хвилеводних мод ґрунтують-
ся на розв’язку хвильового рівняння в координат-
ній області. Для локалізованих хвилеводних мод 
напруженість поля та перші похідні від коорди-
нати x в  ± ∞ рівні нулю. Отже, для розподілу 
поля існує фур’є-образ [14], і відповідне хвильове 
рівняння через перетворення Фур’є можна пере-
вести в частотну область, а при цьому отримують 
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інтегральне рівняння, яке також можна 
розв’язувати числовими методами. 

Сучасні персональні комп’ютери та стан-
дартні програмні продукти дозволяють реалізува-
ти числові розв’язки стандартної задачі вищої 
алгебри на власні числа та власні вектори з роз-
мірністю матриць більше ніж 1 000×1 000 за ціл-
ком допустимий час (десятки секунд). 

Метою нашої роботи є розробка нового 
числового методу розв’язання одновимірного 
хвильового рівняння для планарних градієнтних 
хвилеводів з використанням перетворення Фур’є 
та представлення його переваг у порівнянні з уже 
відомими методами. 

1. Суть пропонованого методу. Пошук 
постійних поширення хвилеводних мод можна 
вважати достатньо простим для тих планарних 
хвилеводів, у яких діелектрична проникність 
змінюється стрибкоподібно [15]. Тобто, діелект-
ричну проникність вздовж напряму x, який пер-
пендикулярний до напряму поширення локалізо-
ваної моди z, можна представити наступним чи-
ном, врахувавши для спрощення, що її розподіл є 
симетричним: 
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де d – товщина хвилеводного шару. Слід відзна-
чити, що 01 εε > . 

Зазвичай ситуація ускладнюється, коли 
діелектрична проникність змінюється вздовж 
напряму x  за іншим правилом, наприклад, непе-
рервно (градієнтні хвилеводи), причому при 0=x  
є максимальне значення ,1max εε =  а при ±∞→x  
діелектрична проникність прямує до постійної 
величини .0ε  Зокрема, для параболічного (квад-
ратичного) профілю розподіл величини ( )xε  є 
таким: 
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а для профілю, що описується функцією Ґаусса, 
 

( ) ( ) ( )[ ]./exp 2
010 dxx πεεεε −−+=                       (3) 

 

У цьому випадку використовують метод 
наближення ВКБ (добре відомий у квантовій 
механіці), проте він дозволяє розраховувати з 
високою точністю постійні поширення, що відпо-
відають розподілам полів з великою кількістю 
вузлів (точок, у яких електромагнітне поле рівне 
нулю). Здебільшого в планарних хвилеводах си-
туація є протилежною: необхідно знайти постійні 
поширення, які відповідають найнижчим модам і 
які мають малу кількість вузлів (у тому числі 
нуль) у відповідному електромагнітному полі. 

Електрична напруженість поля електро-
магнітної хвилі, що поширюється у планарному 
хвилеводі, описується такою функцією [4, 5]: 

 

( ) ( ) ( ),exp, zixEyxE β−=                                         (4) 
 

де β – постійна поширення і для локалізованих 
мод приймає дискретні значення. 

Якщо у хвилеводній моді напруженість 
електричного поля перпендикулярна площині xz 
(ТЕ-поляризація), то хвильове рівняння матиме 
вид [5] 
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де λ – довжина хвилі. 
Розв’язати рівняння (5) означає знайти 

постійні поширення β  та відповідні поля. Тобто, 
виникає класична задача на власні числа та власні 
функції. В залежності від d та ,0ε  ,1ε  2ε  можна 
мати різне число постійних поширення локалізо-
ваних мод. 

Якщо ж у хвилеводі поширюється хвиля 
ТМ-поляризації, то відповідне хвильове рівняння 
відносно напруженості магнітного поля запису-
ється так [5]: 

( )
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Функції ( ),xE ( ),xH  які описують поля в 
локалізованих модах хвилеводів, та їх перші по-
хідні прямують до нуля, якщо .±∞→x  Тому для 
цих функцій, їх перших та других похідних існує 
перетворення Фур’є. Напишемо, для прикладу, 
відповідні співвідношення для ( ).xE  Фур’є-
образи для ( ),xE  1-ї та 2-ї похідної ( )xE  мають 
вигляд [14, 16] 
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Крім цього, для функцій, відносно яких 
існує перетворення Фур’є, тобто, ( ){ } ( ),uGxgF =  

( ){ } ( ),uHxhF =  справедливо ще таке співвідно-
шення: 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ,∫
∞

∞−

−= dvvHvuGxhxgF                          (10) 

де { }...F  позначено перетворення Фур’є. Рівнян-
ня (10) описано згідно теореми згортки [14]. 
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Візьмемо перетворення Фур’є правих і 
лівих частин рівнянь (5), (6), урахувавши співвід-
ношення (7)–(10), внаслідок чого отримаємо: 
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Таким чином, від диференціальних рів-
нянь (5), (6) ми перейшли до інтегральних (11), 
(12), в яких інтеграл можна замінити сумою. Для 
прикладу візьмемо хвильове рівняння для хвиль 
ТЕ-поляризації, внаслідок заміни неперервних 
значень u і v  на дискретні отримаємо 
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де ;/max Nu=Δ  ;Δ= sus  ;Δ= mvm  ( ) ;2/1 sN ≤−−  
( ) ;2/1−≤ Nm maxu – величина інтервалу в частот-

ній області ),2/2/( maxmax uuu ≤≤−  на якому 
шукається функція ( ).ΔsE  Поза цим інтервалом 
допускається, що ( ) .0=uE  Величину N потрібно 
взяти достатньо великою і зручніше непарною. 
Підсумовування у рівнянні (13) проводиться по m. 

Напишемо рівняння (13) для всіх дискрет-
них частот .Δ= sus  Тоді сукупність цих рівнянь 
можна записати у вигляді матричного рівняння, 
причому 2β  є спільною для всіх s: 

 

( ) ,2EE β=+ UP                                                    (14) 
 

де P – діагональна матриця з елементами 
( ) ;4 2Δ− sπ  U – квадратна матриця, елементи якої 

дорівнюють ( ) ( ) ;/2 2 ΔΔ−Δ msελπ  E – матриця-
стовпець, елементи якої становлять ( ).ΔsE  

Отже, в кінцевому випадку задачу звели 
до задачі на власні числа (постійні поширення) та 
власні вектори (дискретний фур’є-образ ( )),xE  
що відповідають заданому значенню .β  Можли-
вим є мати декілька власних значень та відповід-
них власних векторів. Здійснивши обернене дис-
кретне фур’є-перетворення власного вектора, ми 
отримаємо розподіл поля ( ).xE  Для квантово-
механічних задач усі власні числа лежать в межах 
потенціальної ями. Якщо існує потенціальна яма 
скінченої глибини, то точність визначається па-

раметрами числового процесу N і .maxu  Якщо 
потенціальна енергія змінюється від 0 до нескін-
ченості (наприклад, ),2xU =  то в цьому методі 
потрібно обмежувати потенціальну енергію, тобто, 
до певного значення вона іде як ( ),xU  а далі 
приймає постійне значення. Очевидно, що в цьому 
випадку можна визначити найточніше найнижчі 
рівні енергії [16]. Таке обмеження для планарних 
хвилеводів не актуальне, оскільки діелектрична 
проникність є обмеженою величиною у всьому 
просторі. 

У числових розрахунках, результати яких 
наведено нижче, було використано найпростіший 
спосіб заміни інтегрування на підсумовування 
другого доданку виразу (13). 

2. Особливості розв’язку хвильового 
рівняння в частотній області. Тут і далі приве-
дено аналіз планарних градієнтних хвилеводів 
пропонованим методом для довжини хвилі 

1=λ мкм та декількох товщин середнього шару 
хвилеводу d. Для багатошарового хвилеводу було 
використано параболічний розподіл діелектрич-
ної проникності згідно з виразом (2). Що ж до 
параметрів числового процесу, а саме: кількості 
інтервалів N, на які ділиться діапазон просторової 
частоти u, та максимальний діапазон просторової 
частоти ,maxu  то їх підібрано для кожного роз-
глянутого хвилеводу окремо. 

Приклад 1. У цьому прикладі продемонст-
ровано в деякій мірі «максимальні» можливості 
пропонованого методу. Профіль зміни діелектрич-
ної проникності описується виразом (1), причому 

20=d мкм, ,89,21 =ε  .25,220 == εε  Хвилеводи 
такої товщини в реальних оптоелектронних при-
ладах практично відсутні, але цей приклад де-
монструє можливості пропонованого методу, а 
також можна порівняти постійні поширення, 
отриманих даним методом, з їх точними значен-
нями, знайдених внаслідок розв’язку відповідно-
го трансцендентного рівняння. Для цього прикла-
ду вибрано значення параметрів: =N 3 001, 

85max =u мкм–1. За один цикл розрахунку отри-
мано всі 32 постійні поширення локалізова-      
них мод, зокрема, =0β 10,680304 мкм–1, а 

=31β 9,495000 мкм–1. Постійні поширення, отри-
мані шляхом розв’язку трансцендентного рівнян-
ня, мають такі значення: 680305,100 =β  мкм–1, 

495001,931 =β  мкм–1. Бачимо високу точність 
постійних поширення, отриманих пропонованим 
методом. 

Також за один цикл розрахунку знайдено 
дискретні фур’є-образи розподілу напруженості 
поля, що узгоджуються з відповідним значенням 
постійних поширення. Здійснивши обернене 
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фур’є-перетворення, знаходимо розподіли полів у 
просторі координат (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Розподіли полів для найнижчої (0) та найвищої (31) 
моди в координатній області 
 

Найнижча мода є симетричною функцією 
і не перетинає вісь x; найвища мода описується 
антисиметричною функцією та перетинає вісь x 
31 раз. Слід зазначити, що функції, які описують 
розподіли полів і наведені на рис. 1, є ортого-
нальними, але не ортонормованими. 

Приклад 2. Попередній приклад стосуєть-
ся планарних хвилеводів, у яких поширюються 
хвилі ТЕ-поляризації. У тому прикладі підібрано 
такий вираз для ( )xε , для якого легко аналітично 
знайти фур’є-образ. У той же час для градієнтних 
хвилеводів важко знайти фур’є-образ для виразу 

( )
( )

dx
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ε
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−  в аналітичній формі, що є необхід-

ним для хвиль ТМ-поляризації. У даному прикла-
ді розглянемо хвилевід, діелектрична проникність 
якого описується функцією Ґаусса від координати 
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Перетворення Фур’є від цієї функції буде: 
 

( ){ } ( ) ( ) ( )[ ],exp 2
010 duduxF πεεδεε −−+=        (16) 

де ( )uδ  – дельта-функція Дірака. 
Знайдемо значення похідної від діелект-

ричної проникності: 
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Тоді відповідний добуток і його фур’є-
образ матимуть вигляд 
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Останній інтеграл аналітично не береться, 
тому для розв’язку нашої задачі шукаємо його за 
допомогою стандартного програмного забезпе-
чення в дискретних точках частоти Δs . 

Для хвиль ТМ-поляризації розраховано 
постійні поширення локалізованих хвилеводних 
мод з такими параметрами: 96,10 =ε ; 25,21 =ε ; 

20=d мкм; 1=λ мкм. У цьому градієнтному 
хвилеводі можуть поширюватися 3 локалізовані 
моди. Для значень параметрів обчислювального 
процесу 501=N  та 25max =u мкм–1 знайдено такі 
постійні поширення: 283999,90 =β мкм–1; =1β  
= 9,022850 мкм–1; 843947,82 =β мкм–1. 

Щодо точних значень постійних поши-
рення, які отримують через розв’язок дисперсій-
ного рівняння [1, 4], то їх знайти неможливо, 
оскільки дані розрахунки можна проводити лише 
для хвилеводів з прикладу 1. 

Результати аналізу градієнтного планар-
ного хвилеводу виявили стабільність значень 
постійних поширення при варіації параметрів 
числового процесу. Зокрема, при 701401 << N  
та 455 max << u мкм–1 значення iβ  є такими, які 
наведено вище. 

Приклад 3. Розглянуті вище приклади 
стосуються хвилеводів, у яких активною областю 
є один шар діелектрика, оточеного з боків захис-
ним шаром та підкладкою. Якщо ж таких шарів 
буде M, де M для зручності обчислень число не-
парне, то сформований хвилевід вважатиметься 
багатошаровим. Такі планарні хвилеводи викорис-
товуються в багатьох приладах сучасної фотоніки 
та оптоелектроніки, зокрема, напівпровідникові 
лазери, модулятори, фільтри, розгалужувачі, по-
ляризатори світла [17]. За рахунок складної стру-
ктури таких приладів основним моментом, що 
застосовується на етапах розробки та оптимізації, 
є правильне числове моделювання. 

Для проведення розрахунків задамо гео-
метрію розподілу діелектричної проникності, 
причому вона буде однаковою для всіх шарів. 
Нехай такою геометрією буде парабола (рис. 2), 
розподіл якої описується наступною залежністю: 
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Перетворення Фур’є від виразу (20) буде таке: 
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Рис. 2. Профіль ε (x) багатошарового симетричного параболіч-
ного хвилеводу 

 
Фур’є-образ (21) стосується лише 

центрального шару багатошарової структури, 
який має прив’язку до осі z (напрямок поширення 
хвиль) та її початку координат. Усі інші шари є 
зміщеними по координаті x на величину md± , де 

...,2,1=m . Тому і їхні фур’є-образи будуть видо-
змінені на величину експоненти згідно з теоре-
мою зміщення [14] 
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Додавши перший доданок та всі другі 
доданки фур’є-образу (22), причому m змінюється 
від ( ) 2/1−− M  до ( ) 2/1−M , та використавши 
формулу для суми скінченної геометричної про-
гресії, остаточно отримаємо 
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Постійні поширення для хвилеводу згід-
но з рис. 2 при значеннях 6=d мкм, 96,10 =ε , 

25,21 =ε , 1=λ км та параметрах числового про-
цесу =N 1 001, 30max =u мкм–1 становлять: 

364752,90 =β мкм–1, 243541,91 =β мкм–1, 
120834,92 =β мкм–1, 997293,83 =β мкм–1, 
876912,84 =β мкм–1. 
Числові значення постійних поширення, 

які отримані пропонованим методом при кількос-
ті шарів 3=M  та параметрах числового процесу 

=N 1 001 і 30max =u мкм–1, наведено у таблиці. 
Як бачимо з результатів, кожна з мод, наведених 

вище, у багатошаровому хвилеводі розщеплюєть-
ся на стільки значень, скільки є шарів, причому 
розщеплення збільшується при збільшенні номе-
ра моди. 

Значення постійних поширення  
для багатошарового хвилеводу 

 

β0, мкм–1 β1, мкм–1 β2, мкм–1 β3, мкм–1 β4, мкм–1 
9,364765 9,243776 9,122816 9,006251 8,895661 
9,364752 9,243550 9,120964 8,998130 8,876324 
9,364741 9,243330 9,119142 8,989339 8,851992 

 
Подібно до попереднього прикладу для 

такого хвилеводу неможливо отримати точні 
значення постійних поширення, які розраховують 
через розв’язання дисперсійного рівняння. 

Дослідження показали, що при кількості 
інтервалів << N601 1 501 та максимальній прос-
торовій частоті 505 max << u мкм–1 значення пос-
тійних поширення залишаються практично не-
змінними. 

Діапазони значень параметрів N та maxu  
було обрано з наступних міркувань. При 501<N  
значення постійних поширення починають суттє-
во відрізнятися від «точних» розв’язків, отрима-
них у запропонованому діапазоні. Крім того, при 
малих ( )201,101N  різко скорочується кількість 
мод і їх розщеплення. Для >N 1 501 результати 
ті ж самі, що при =N 1 001, але при цьому зрос-
тає час машинного розрахунку, що, зрештою, є не-
доречним, оскільки й при менших ,801(N 1 001) ми 
отримуємо достатньо точні розв’язки. Щодо про-
сторової частоти maxu , то її обидві межі, як і ниж-
ня межа для N, зумовлені наростанням похибки у 
розрахунках при значеннях, що є поза цими ме-
жами. 

Висновки. Розроблено новий числовий 
метод визначення постійних поширення хвилево-
дних мод ґрадієнтних планарних хвилеводів та 
відповідних полів. Метод ґрунтується на тому, 
що для хвилеводних мод планарного хвилеводу 
відповідні функції, що описують поля, є абсолют-
но інтегровані, отже, до хвильових рівнянь можна 
застосувати перетворення Фур’є. Розв’язок задачі 
на власні числа та власні вектори дозволяє отри-
мати шукані величини, причому власні числа 
дорівнюють квадрату постійних поширення, а 
відповідні власні вектори – дискретним фур’є-
образам полів хвилеводних мод. Крім того, ви-
значено переваги цього методу відносно вже 
існуючих методів, серед яких можливість вико-
ристання для хвиль ТМ-поляризації та для різних 
профілів діелектричної проникності. 

Проведено дослідження про вплив пара-
метрів числового процесу на точність результатів. 
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При достатньо великих 501>N  постійні поши-
рення практично не змінюються, якщо в певних 
межах змінюється просторова частота. Це можна 
пояснити тим, що не тільки поле швидко прямує 
до нуля, коли ±∞→x , але і фур’є-образ також 
швидко прямує до нуля, коли просторова частота 

±∞→u . Тому при правильному виборі N та maxu  
виконується теорема про відліки [14] з високою 
точністю, відповідно, результати розрахунку 
також отримуються з високою точністю. Даний 
метод характеризується високою числовою стабіль-
ністю. 

На сьогодні проводиться дослідження роз-
глянутого числового методу для різних типів 
планарних ґрадієнтних хвилеводів. Надалі отри-
мані результати можна буде використати для 
проектування лазерів, а саме напівпровідникових 
та з розподіленим зворотним зв’язком. Також 
можливим кроком є розвиток цього методу у 
волоконній оптиці для розрахунку круглих хвиле-
водів. 
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V. M. Fitio, V. V. Romakh, Ya. V. Bobitski 

 
THE FOURIER TRANSFORM APPLICATION  
TO SEARCH FOR LOCALIZED MODES OF 

GRADIENT PLANAR WAVEGUIDES 
 

Planar waveguides are important components in con-
struction of various integrated optical devices. At present, science 
literature describes a number of analytical methods to calculate 
planar gradient waveguides, which, however, cover only certain 
types of those structures. In this study a numerical method of 
finding propagation constants and their corresponding field distri-
butions of planar waveguide localized modes is developed. It is 
based on the Fourier transform of wave equation. The method is 
tested on many examples. The influence of numerical process 
parameters on the values of propagation constants is studied too. 
During the study numerical stability and high calculation accuracy 
are provided, confirming the efficiency of the method proposed. It 
is expected that the study results can be used for design of semi-
conductor lasers. 

Key words: Fourier transform, wave equation, permit-
tivity, convolution, propagation constant, spatial frequency. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 
ДЛЯ ПОИСКА ЛОКАЛИЗОВАННЫХ МОД 

ГРАДИЕНТНЫХ ПЛАНАРНЫХ ВОЛНОВОДОВ 
 

Планарные волноводы являются важными компо-
нентами в построении различных интегральных оптических 
устройств. На сегодня в научной литературе описано ряд 
аналитических методов для расчета планарных градиентных 
волноводов, которые, однако, охватывают лишь некоторые 
разновидности таких структур. В данном исследовании разра-
ботан численный метод для поиска постоянных распростра-
нения и соответствующих им распределений поля мод пла-
нарных волноводов. Он основан на преобразовании Фурье 
волнового уравнения. Метод проверен на многих примерах. 
Также исследовано влияние параметров численного процесса 
на значения постоянных распространения. В ходе проведения 
исследований было обеспечено численную стабильность и 
высокую точность расчета, подтверждающего эффективность 
предложенного метода. Ожидается, что результаты исследо-
вания можно будет использовать для проектирования полу-
проводниковых лазеров. 

Ключевые слова: преобразование Фурье, волновое 
уравнение, диэлектрическая проницаемость, свертка, посто-
янная распространения, пространственная частота. 

 


