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НОРМАЛЬНЕ ПАДІННЯ РЕНТГЕНІВСЬКИХ ПРОМЕНІВ  

НА ТРИВИМІРНУ ГРАТКУ АТОМІВ 

Вступ 

У роботі  1  використано квантовомеханічний підхід до розгляду явища дифракції світла 

на двовимірній гратці атомів. Грунтуючись на загальних фундаментальних уявленнях про 

вільний рух електронів у двовимірній потенціальній ямі та пружній взаємодії фотонів з елек-

тронами речовини, з якого виготовлена гратка, отримали рівняння, що визначає положення 

максимумів дифракції. В даній роботі, базуючись на тих же визначальних положеннях, розг-

лянемо дифракцію рентгенівських фотонів на тривимірній гратці атомів, що утворюють кри-

стал. 

Постановка задачі 

Будемо вважати, що на межу розподілу вакуум-кристал, яка збігається з площиною ХОY, 

з боку негативних значень осі Z, на тривимірну гратку атомів нормально падає монохрома-

тичний пучок рентгенівських фотонів (рис.1). Кристал являє собою тривимірну гратку  

атомів з коміркою, що утворює паралелепіпед із сталими гратки а1, а2, а3, відповідно  

в напрямках осей Х,Y,Z. (на рис. 1 наведено лише один, перший шар атомів).
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Рис. 1 

Будемо також вважати, що розсіяння 

фотонів відбувається внаслідок їх пружної 

взаємодії з електронами, які рухаються в  

періодичному полі гратки. 

При описанні квантових станів електро-

нів будемо базуватися на одновимірній  

моделі Кроніга і Пенні [2]. Згідно з зазначе-

ною моделлю, одновимірному ланцюжку 

атомів співставляється періодична послі-

довність прямокутних потенціальних 

бар’єрів висотою V0 та шириною b, розташо-

ваних з періодом a (рис. 2). 

Тоді ширина потенціальної ями дорівнює a – b. Виберемо початок координат з правого 

боку одного з бар'єрів. Розв’язуючи задачу про рух електрона в періодичному полі одновимі-

рного ланцюжка атомів, Кроніг і Пенні отримали трансцендентне рівняння 
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Планка.  

Величини ,  – це сталі розповсюдження хвилі де-Бройля відповідно в ямі та в бар’єрі, 

k  – стала розповсюдження електрона в періодичній системі бар'єрів і ям. 
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Рис. 2 

Оскільки k – величина дійсна, то й kacos  теж дійсна величина, а тому рівняння (1) має 

розв'язок, коли його ліва частина не перевищує за модулем одиницю, тобто, позначивши її 

через F(αa), можна записати 11  F  . 

Розв’язок рівняння (1) можна отримати графічно, побудувавши графіки функції F(αa) та 

kccos . Коренями рівняння (1) будуть точки перетину цих двох функцій. На рис. 3 наведено 

для порівняння графіки для двох випадків, які відрізняються тільки висотою бар'єрів V0, всі 

інші параметри мають однакові значення.  
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Рис. 3 

 

З порівняння цих двох графіків видно, що у випадку досить вузьких і досить високих 

бар’єрів смуги, які визначають дозволені значення енергії, – дозволені зони звужуються.  

Зазначимо, що більшій висоті потенціального бар’єра відповідає крива на наведеному графі-

ку з вищими піками. На рис. 3 графік функції F перетинає смугу значень kccos  від 1  до 

1  майже вертикально, і дозволені зони, звужуючись, наближаються до власних значень 

енергії, які відповідають нескінченно глибокій потенціальній ямі. Таким чином, за ширину  
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потенціальної ями приймемо значення сталої гратки відповідно по трьом кристалографічним 

напрямкам а1, а2, а3.  

Основні співвідношення 

Результат пружного зіткнення фотона з електроном будемо описувати, користуючись  

виразом залежності кута розсіяння фотона, отриманим в [3]: 
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де 11 hv , 22  h  – відповідно енергія фотона до і після взаємодії, 2

11 cm  – енергія 

електрона до розсіяння, 
c
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v
  – відношення швидкості електрона до швидкості світла, 1  і 

2  – кути, утворені імпульсами первинного та розсіяного фотонів з напрямком первинного 

імпульсу електрона,   – кут між початковим 1k


 та кінцевим 2k


 імпульсами фотона рис.(1). 

Для релятивістського електрона (коли v1c ) можна знехтувати його кінетичною енер-

гією, вважати, що його повна енергія визначається енергією спокою.  

Оскільки зміна довжини хвилі рентгенівського фотона не перевищує 1%, нею можна 

знехтувати і покласти в виразі (2) 21  .Тоді отримаємо: 
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Розподіл імпульсів у тривимірній нескінченно глибокій потенціальній ямі визначається 

виразом [4] 

2

3

32

2

22

1

1
1 )()()(

a

m

a

m

a

m
p           (5) 

де 1m , 2m  3m - цілі числа, 1m , 2m  3m =1,2,3…. 

Підставляючи вираз для імпульсу електрона (5) в рівняння (4), врешті решт отримаємо 
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Співвідношення (5) визначає дискретний ряд значень кутів і виділяє в просторі сімейст-

во конусів, вздовж утворюючих яких можуть рухатися розсіяні фотони. 

На перетині таких конусів площиною екрана (фотопластинки) отримуємо сімейство елі-

псів або гіпербол, в залежності від напрямку цієї площини. В частинному випадку, коли 

площина пластинки перпендикулярна до осі конуса виникає сімейство концентричних кіл, 

вздовж яких розташовуються світлі плями-максимуми освітленості. 

Якщо імпульс первинного електрона буде мати лише одну складову xP  із (6) отримуємо 
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коли yPP   : 
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У випадку малих значень кутів дифракції  , 1cos  , будемо мати співвідношення  
 

 11 sin ma  , 

 22 sin ma  ,                                                           (10) 

 33 sin ma  . 
 

Переходячи від кутів падіння до кутів ковзання, тобто покладаючи у виразах (10) 
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X,Y,Z, отримаємо вирази  

 11 cos ma  , 

 22 cos ma  ,                                                            (11) 

 33 cos ma  , 

що збігаються із умовами максимуму, умовами Лауе [5] (у випадку нормального падіння  

променів) при яких відбувається підсилення коливань при дифракції світла на тривимірній 

гратці атомів. 

Висновки 

Розглянуто квантовомеханічну модель явища дифракції рентгенівських променів на  

тривимірній гратці атомів. 

Показано, що причиною відхилення від первинного напрямку руху фотонів є пружне  

зіткнення фотонів з електронами, що здійснюють рух у тривимірному періодичному полі 

кристала, а кути, під якими спостерігаються максимуми підсилення світла, визначаються 

дискретним спектром електронів. 
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