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Вступление 

Исследование и управление режимами излучения лазера остается актуальной задачей с 

момента его создания [1]. Теоретически и на практике была показана возможность хаотиза-

ции режимов излучения как многомодовых [2], так и одномодовых [3] лазеров, что оказывает 

влияние на значения и стабильность параметров лазерного излучения. 

Выделяют два направления исследований хаоса в лазерах. Первое направлено на борьбу 

с хаотичными режимами. Хаотизация ведет к ухудшению стабильности излучения, что не-

приемлемо для лазеров, применяемых в измерительных, медицинских и информационных 

технологиях [4]. Второе охватывает задачи генерации и управления хаотическими режимами 

излучения для использования в информационных системах [5]. Информация в таких систе-

мах передается в виде двойного сообщения, спрятанного в хаотическом оптическом носителе 

[6]. В этой связи представляет интерес возможность генерации лазерных импульсов с управ-

ляемым уровнем стабильности частоты излучения, частоты следования, амплитуды, частоты 

несущей и т.д. Для этого исследуются механизмы разрушения режима синхронизации мод, и 

другие процессы, приводящие к хаотизации [2].  

Успех описанных исследований зависит от корректности моделей измерений. Методики 

измерений параметров лазерного излучения и анализа их результатов регламентируется 

стандартами ([7, 8] и др.) и базируются на классической теории измерений с постулатами о 

единственности истинного значения, эргодичности и выполнении центральной предельной 

теоремы.  

С точки зрения теорий исследования сложных систем, лазер представляет собой нели-

нейную динамическую систему с функцией самоорганизации (НДС), а параметры излучения 

являются динамическими переменными (ДП). В работах [9, 10] и др. было показано, что в 

случае НДС, гипотезы классической теории измерения не подтверждаются. С целью обеспе-

чения исследований и управления НДС разрабатывается специальная теория измерений  

(нелинейная метрология) [11]. Ее применение для измерения параметров лазерного излуче-

ния в стационарном и хаотическом режимах способствует решению как задачи борьбы с хао-

сом, так получения и использования хаотического излучения. 

Цель работы – создание теоретической модели измерения параметров излучения лазера, 

как нелинейной динамической системы.  
 

Хаос в лазерах 

Хаотическая динамика является неотъемлемым свойством широкого класса систем, де-

монстрирующим их переход в состояния, в которых обнаруживаются как детерминирован-

ное поведение, так и непредсказуемость. В природе существует огромное количество приме-

ров хаотической динамики: турбулентность в жидкости, газе и плазме, хаос в биологических 

и химических системах, электронных приборах и лазерах. 

Если модель лазера не учитывает квантовые эффекты, считается, что значения его пара-

метров через некоторое время принимают стационарные значения, которые остаются неиз-

менны в течение длительного промежутка времени. То есть лазер демонстрирует детермини-

рованную динамику [12]. Однако даже описание при помощи детерминированных уравнений 

допускает квазипериодическую и хаотическую динамику [13]. 

В лазерной модели Хакенена – Лоренца присутствует математическая аналогия между 

одномодовым лазером и моделью Лоренца, описывающей турбулентность конвекционных 

потоков в атмосфере. Г. Хакенен описал лазер системой уравнений вида [1]: 
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где Ê , P̂ , D̂  – нормированные на соответствующие стационарные решения, напряженность 

электрического поля, поляризация и плотность инверсии соответственно;   – константа  

затухания резонатора; II  – константа продольной релаксации;   – нормированный пара-

метр накачки;   – атомная ширина линии. 

Линейный анализ системы уравнений (1) показывает, что при <0 лазерная генерация 

отсутствует; при 0   устанавливается лазерная генерация с устойчивыми, не зависящими 

от времени значениями Ê , P̂ , D̂ ; при 
  

II( )    
      

(2) 

и при  

II II( )( ) / ( )               
     

(3) 
 

возникает неустойчивость, которая приводит к нерегулярной динамике ДП.  

Неравенство (2) говорит о том, что скорость затухания поля в резонаторе должна пре-

вышать атомные затухания (высокие потери). Неравенство (3) устанавливает нижнюю гра-

ницу уровня накачки (высокая мощность накачки). То есть неустойчивая динамика в одно-

модовом лазере возможна в случае низкой добротности резонатора. 

Практические исследования показали возможность возникновения хаотических режимов 

и при низкой мощности накачки, но при модуляционном эффекте, например: при временной 

модуляции потерь резонатора, при временной модуляции инверсии или при инжекции моду-

лированного когерентного электромагнитного поля. К развитию хаоса может привести и уд-

воение периода генерируемого излучения [1]. В работе [14] описан эксперимент по получе-

нию хаоса вследствие удвоения периода в одномодовом кольцевом NH3-лазере с высоким 

коэффициентом усиления.  

Приведенные примеры касаются запланированного получения хаотических режимов. На 

практике хаос возникает и вследствие несовершенства конструкций лазеров, внешних воз-

действий и конкуренции мод. Наиболее часто сталкиваются с такими явлениями в многомо-

довых лазерах. В работе [2] описан аномальный сценарий возникновения хаоса в многомо-

довых лазерных диодах. Было показано, что с ростом тока инжекции, вследствие конкурен-

ции мод (первоначально больше 10) происходит частичное подавление слабых мод. При дос-

тижении определенного уровня превышения усиления над потерями реализуется режим воз-

буждения четырех мод, характеризующийся появлением динамического хаоса, который  

выражается в нерегулярных амплитудных пульсациях мод, уширении спектра и снижении 

когерентности.  

В работе [15] проведено исследование лазера на свободных электронах с фотонным кри-

сталлом. Было показано, что такой лазер является хаотической НДС, хаотичность которого 

проявляется в сильной чувствительности параметров от начальных условий и флуктуации. 

Таким образом, поиск управляющих параметров (факторов, влияющих на получение 

хаотического режима), измерение параметров лазерного излучения в стационарном и хаоти-

ческом режимах необходимо как для обеспечения высокой стабильности излучения, так и 

для получения и управления хаотической динамикой. Для обеспечения корректных измере-
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ний в подобных исследованиях необходимо создать специальную модель, включающую схе-

му измерительного эксперимента и процедуры обработки данных. Физико-математический 

базис модели должен соответствовать физике процессов в лазере и соответствовать стацио-

нарному и хаотическому режимам 
 

Схема эксперимента 

В качестве объекта исследований рассмотрим импульсный лазер и такие параметры из-

лучения (ДП) ( )X t : энергию в импульсе, длительность и частоту следования импульсов, 

стабильность значений, и спектральные характеристики излучения [7, 8].  

Схема эксперимента приведена на рисунке, где 1 – система инжекции, 2 – лазер, 3, 4, 7 – 

делительные пластинки, 5 – измеритель энергии импульсов, 6 – спектр-анализатор, 8 – блок 

измерения длительности импульсов, 9 – блок измерения частоты следования импульсов, 10 – 

система управления, синхронизации и записи результатов измерений.  

 

 
Схема эксперимента 

 

Эксперимент выполняется следующим образом. Излучение лазера 2, пройдя светодели-

тельные пластинки 3, 4, 7, направляется на вход приборов 5, 6, 8, 9. Считаем, что пластинки 

делят энергию импульса в соотношении 50/50. Система 10 управляет накачкой лазера 1, а 

также синхронно, в заданные моменты времени, фиксирует результаты измерений: энергии 

инжекции 0E  ( 0X ); энергии импульса 1 22E E  ( 1X ); длительности   ( 2X ) и частоты следо-

вания импульсов f  ( 3X ); частоты излучения v  ( 4X ); ширины спектральной линии излуче-

ния v  ( 5X ); время it  проведения i-го измерения. ДП 1X
 
– 5X  формируют вектор состояния 

НДС ( )iX X , 1,...,5i  . Из числа ДП исключена энергия накачки 0X , как управляющий па-

раметр. Анализ полученных данных позволяет определить степень монохроматичности из-

лучения /v v  и стабильность ДП. 

Цель эксперимента – измерение параметров излучения лазера, исследование режимов 

работы, возможности и условий перехода в хаотический режим. При этом измеряются ин-

тервалы значений ДП в стационарном и хаотическом режимах, классифицируется динамика 

и определяется время прогноза значений ДП.  

В качестве управляющего параметра лазера 2 рассматривается энергия инжекции  X0 (3), 

подаваемая системой 1. Когда ее значение равно заданной величине 0 0

normX X  лазер обес-

печивает устойчивою динамику характеристик излучения, которую можно представить как 

min max[ ; ]norm norm

i i iX X X . Если 0 0

normX X
 min max[ ; ]norm norm

i i iX X X , возможна смена характера динамики 

и переход в хаотический режим [2]. После возврата управляющего параметра к значению 
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0 0

normX X  лазер возвращается в стационарное состояние. Такой возврат свойственен НДС с 

функцией самоорганизации [16]. Для классификации динамики используется метод фрак-

тальных шкал [9]. 
 

Классический подход к измерениям 

Методики измерений параметров лазера и оценки результатов измерений отображены в 

стандартах ([7, 8] и др.). Измеряемые величины X  оцениваются при помощи: среднего  

значения результатов измерений x , стандартного отклонения s, стабильности x
 
и расши-

ренной относительной неопределенности u : 
 

1

1 n

i

i

x = x
n 

 ,                                                                (4) 

2

1

1
( )

1
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i

i

s = x - x
n - 

 ,                                                         (5) 

2s
x

x
   .                                                                 (6) 

2 2

ku x u   ,                                                           (7) 

где ku  – расширенная относительная неопределенность коэффициента охвата [7]. 

Результат измерения Y  величины X  представляется в виде: 

,Y y u  при p = a, 
                                                        

(8) 

где y  – оценка измерения X , p  – уровень доверия, a  – заданное значение уровня доверия. 

В ряде случаях оценка измерения выражается как y = x  

Выражения (4) – (8) справедливы в рамках классического подхода к измерениям и оп-

равданы в случае подтверждения гипотез о единственности значения измеряемой величины, 

эргодичности и выполнении центральной предельной теоремы. Эти условия соответствуют 

стационарному устойчивому состоянию лазера. При этом параметры излучения не рассмат-

риваются как ДП, но допускаются их флуктуации, что отображает стабильность параметров 

x  (6). В случае неустойчивого состояния, при хаотической динамике, приведенные выра-

жения представляют результат измерения как такой, что имеет высокую неопределенность, 

вследствие роста значений стандартного отклонения s (5) и стабильности x  (6). Также в  

(4) – (8) не рассматриваются возможные кооперативные эффекты и корреляция ДП. Для 

оценки результатов измерений параметров лазера в неустойчивом состоянии и классифика-

ции его сложной динамики должны быть использованы специальные, систематические под-

ходы и математические инструменты [11]. 

Анализ и представление результатов исследования 

При планировании эксперимента по измерению параметров лазера необходимо опреде-

лить количество измерений, которое позволило бы охватить все возможные значения ДП и 

сформировать фазовый портрет НДС. Для диссипативных НДС фазовый портрет представ-

ляет собой аттрактор. В случае хаотической динамики это странный аттрактор [17]. Мини-

мальное количество измерительных экспериментов minm  оценивается как: 
 

  
2 0,4

min 10 Dm  ,                                                              (9) 

где D – фрактальная размерность [11]. 
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Количество экспериментов можно оценить сверху, приняв D равной размерности векто-

ра состояния НДС, т.е. равной числу n измеряемых ДП. Согласно условиям эксперимента 

(рисунок) n=5, следовательно 4

min 10m  . 

Результат измерения iX , в отличие от классического представления (8), для диссипатив-

ных НДС представляется интервалом вида 

min min max max; ,i i i i iY y u y u  при p= a,                                         (10) 

где min max,i iy y , min max,i iu u  – минимальное и максимальное значения оценки результатов измере-

ния и их неопределенности соответственно.  

Измерения интервалов (10) выполняются как в стационарном, так и в хаотическом ре-

жиме. Совокупность результатов измерений значений ДП (10) формируют вектор состояния 

системы размерности n=5 
1 5( ,..., )Y Y Y . Совокупность всех состояний Y  формирует портрет 

измерения [11]. Для визуализации результатов измерения могут быть составлены трехмер-

ные портреты, представляющие собой вариации компонент вектора состояния Y . 

Для классификации динамики ДП применяется фрактальный анализ временных рядов 

результатов измерения ДП {xj}, j=1,…,m. Фрактальная размерность D определяется как 
 

2D H  .                                                                (11) 

где H  – показатель Херста. 

Показатель Херста H  связан со средним квадратичным отклонением s  (5) и размахом r 

функции приращения ( )x j, m :  

11
1

max ( ) min ( );  ( )= ( )
m

j j
j mj m

j

r x j, m x j, m x j, m x x
  



  
 

                               
(12) 

выражением вида 

ln( / ) / ln( 2)H r s m
                                                          

 

(13) 

С помощью (11) – (13) выполняется классификация динамики ДП. Заметим, что в отли-

чие от выражения (9), где фрактальная размерность может принимать значения 5D  , фрак-

тальная размерность временного ряда результата измерения одной ДП 1 2D£ £  [11]. При 

1D   процесс строго детерминирован и значения ДП может быть предсказано на протяже-

нии длительного промежутка времени. При 2D   разброс значений очень велик и сделать 

вывод о динамике ДП невозможно. При 1,5D   процесс носит случайный характер. При 

1D1,5 и 1,5D2 процесс немарковский, хаотичный, персистентный и антиперсистент-

ный соответственно. В первом случае динамика ДП сохраняет свой тренд (детерминирован-

ный хаос) а во втором, меняется на противоположный (недетерминированный хаос). 

Фрактальную размерность (11) можно связать с выражением для стабильности ДП (6) 

через среднее квадратичное отклонение s  формулой вида 

 
2

2

2
D

r
x

x m


   .                                                           (14) 

Из выражения (14) следует вывод, что абсолютное значение стабильности ДП x  

уменьшается с ростом фрактальной размерности D. При 1D   x  принимает минимальное 

значение и увеличивается с ростом значения D. Детерминированная динамика ДП (D=1) 

обеспечивает наилучшую стабильность параметра. Увеличение хаотизации приводит к 

ухудшению стабильности. Для случая, когда фрактальная размерность превышает значение, 
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характерное для случайного процесса D=1,5, стабильность стремится к своему минимально-

му значению, что объясняется антиперсистентностью процесса, локальной неустойчивостью 

и большим разбросом значений при D→2. Таким образом, фрактальная размерность может 

быть использована для оценки стабильности ДП в случае, когда лазер работает в стационар-

ном и хаотическом режимах. Также выражение (14) может быть использовано для получения 

хаотических сигналов с заданной стабильностью. 

Следующий вопрос, на который предстоит ответить, это вопрос временного горизонта 

прогноза значений ДП [17]. Особенность хаотических НДС состоит в том, что малое возму-

щение начальных условий, или малое изменение параметров самой системы, приводят к не-

предсказуемости результирующего движения за конечное время прогнозирования forT :  

max

1 1
( ) logforT 

 
,                                                              (15) 

где max  – максимальный показатель Ляпунова,   – значение расхождения двух близких тра-

екторий. 

Заметим, что при исследовании и измерениях в НДС время прогнозирования forT
 
(15) 

может служить критерием дискретизации измерений. Результаты измерений могут считаться 

корректными при условии fort T  , где t  – интервал между измерениями. 

Показатели Ляпунова характеризуют степень растяжения и сжатия фазового портрета 

вдоль выбранных фазовых траекторий. Если две близкие траектории ( )iz t  и 1( )iz t  выбрать 

так, что 1( ) ( ) ( )i iz t z t t    , а  (0) 0   , то функция 
 

   
1

(0) lim ln ( ) / (0)
t

t
t

      

 

принимает конечный ряд значений показателей Ляпунова { k } =1,2,...,k l , из которого вы-

бирается max  [10]. При детерминированной динамике ( 1D  )     следовательно 

 (0) 0   , время предсказания 
forT  (11) не ограниченно. Детерминированный хаотический 

процесс (1D1,5) имеет хотя бы один положительный показатель Ляпунова, а значит время 

предсказания конечно. С увеличением степени хаотичности (1,5 D 2) этот показатель 

стремится к нулю. На практике значение времени прогнозирования часто считают по упро-

щенной формуле [18] 
 

max( ) 1/ .forT  

                                                      

(16) 
 

Понятие «время прогнозирования» важно для прогнозирования значений ДП НДС. Вы-

ражение (16) вместе с выражением стабильности ДП (14) может быть использовано для 

оценки и управления хаотическими режимами излучения лазера. 

Таким образом, представленная теоретическая модель измерения параметров излучения 

лазера основана на системном подходе к лазеру, как к НДС с функцией самоорганизации. 

Модель предназначена для измерения и исследования параметров лазерного излучения в 

стационарном и хаотическом режимах. Предложенные схемы эксперимента (рисунок) и про-

цедура оценки результатов измерений (9) – (16) могут применяться для обеспечения высокой 

стабильности параметров излучения и для получения и управления хаотическим излучением 

лазера. Результаты работы развивают теорию измерений в НДС и, благодаря использованию 

таких топологических характеристик, как фрактальная размерность и показатели Ляпунова, 

способствуют развитию топологической фотоники [19], расширяя сферу ее интересов от фо-

тонных кристаллов до лазерного излучения.  
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Выводы 

Представлена теоретическая модель измерения параметров излучения лазера как нели-

нейной динамической системы с функцией самоорганизации. Модель построена на предпо-

ложении об интервальных значениях измеряемых величин и возможности изменения ста-

ционарной динамики на хаотическую. Модель содержит схему эксперимента и процедуру 

оценки результатов измерений. Особенность модели заключается в ее системном подходе и 

пригодности для измерений и исследований стационарных и хаотических режимов. Модель 

предусматривает измерение интервалов значений параметров излучения в различных режи-

мах, значений их стабильности и времени прогнозирования. Классификация динамики сис-

темы выполняется при помощи фрактальной размерности. Модель может быть использована 

для обеспечения стабильности параметров излучения лазера и для получения и управления 

хаотическим излучением. 
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