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КВАЗІОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В ЗАДАЧАХ 
ІЗ МІНІМАЛЬНОЮ ЕНЕРГІЄЮ ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНИХ 

РІВНЯНЬ ІЗ НЕЛОКАЛЬНИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ 

І.С. ЛАЗАРЕНКО 

Розглянуто однопараметричне сімейство початково-крайових задач для одно-
вимірного рівняння теплопровідності з нелокальними крайовими умовами, які 
містять дійсний параметр. Крайові умови цієї задачі не є посилено регулярни-
ми за жодного значення параметру. Система власних функцій оператора другої 
похідної, підпорядкованого крайовим умовам не утворює базис Ріса в )1,0(2L  
і не є повною. Для параболічного рівняння з нелокальними крайовими умова-
ми з дійсним параметром розглядається класична задача теорії оптимального 
керування системами з розподіленими параметрами — керування з мінімаль-
ною енергією в спеціальній нормі. В цій роботі вихідну двовимірну задачу 
з мінімальною енергією замінено двома одновимірними задачами, тобто дано 
квазіоптимальне наближення розв’язку в задачах із мінімальною енергією для 
параболічного рівняння з нелокальними крайовими умовами у випадку розпо-
діленого керування зі спеціальним критерієм якості. Застосовуючи метод відо-
кремлення змінних, отримано розв’язок, який представлено у вигляді рядів по 
біортогональному базису Рісса, які збігаються до неперервних функцій. Про-
ведено порівняльний аналіз оптимального та квазіоптимального керувань. 

ВСТУП 

Для розподіленого керування розглянуто задачу з мінімальною енергією 
в спеціальній нормі. В роботі [1] використання методу відокремлення змін-
них до цієї задачі дозволило: редукувати вихідну задачу до однієї одновимір-
ної та послідовності двовимірних задач із мінімальною енергією; отримати 
аналітичні розв’язки вказаних скінченовимірних задач; знайти умови на ви-
хідні дані, які гарантують гладкість керування і класичну розв’язність керо-
ваної задачі. В цій роботі двовимірну задачу з мінімальною енергією замі-
нено двома одновимірними задачами з мінімальною енергією, що дає змогу 
спростити обрахунки і знайти наближений розв’язок вихідної задачі.  

Представимо основний результат [1]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

У роботі [2] розглянуто однопараметричне сімейство початково-крайових 
задач для одновимірного рівняння теплопровідності. 

Нехай керований процес описується функцією ),,( txy  яка задовольняє 
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При 0=α  задача (1)–(3) відома, як задача Самарского–Іонкіна. Остан-
ній у своїх роботах, використовуючи метод відокремлення змінних, довів 
теорему єдиності розв’язку, представивши його у вигляді функціонального 
ряду і тим самим отримав достатні умови існування класичного розв’язку. 
Основна складність застосування методу відокремлення змінних поляга-
ла в тому, що система власних функцій оператора другої похідної, підпо-
рядкованого крайовим умовам, не утворює базис Рісса в )1,0(2L  й навіть не 
є повною. Для отримання необхідних результатів система власних функцій 
поповнювалась приєднаними функціями. 

В роботі [2] результати вказані вище розповсюджено на задачі (1)–(3). 
Для оператора другої похідної )( uLu ′′−=  з крайовими умовами (3) задача 
на власні числа в роботі [2] має дві серії розв’язків: 

 ,,2,1),2(sin)(,)2( )1(2)1( K=== kxkxuk kk ππλ  

 ,,2,1),2(sin)(,)2( )2(2)2( K=== kxxu kkkk γγλ  

де kγ  — розв’язки рівняння  
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γ
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При 0>α  рівняння додатково має корінь 0γ . Йому відповідають влас-

не значення 2
00 )2( γλ =  та власна функція ).2sin()( 00 xxu γ=  

При 0>α  від’ємних власних чисел не існує, а при 0<α  існує єдине 

власне число ,0)2( 2
00 <−= γλ  де 0γ  — корінь рівняння .5,0)(th
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Цьому власному значенню відповідає єдина з точністю до ненульового 
множника власна функція ).2(sh)( 00 xxu γ=  

Елементи допоміжної системи функцій },1,0),({ K== jxwW jα  мають 
вигляд: 
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Таким чином, під час виконання умов (1)–(3) необхідно знайти керу-
вання ),(),(* QCtxu ∈  яке переводить вихідну систему в стан  

 )(),( xTxy ψ=  (4) 

і мінімізує функціонал  
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Відмітимо, що в задачах з мінімальною енергією у випадку локальних 
крайових умов у якості критерію вибирається функціонал 
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який асоціюється з повною енергією системи. Ці критерії еквівалентні у ро-
зумінні 
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Надалі будемо розглядати задачу з критерієм (5). 
Справедлива наступна теорема. 
Теорема. Нехай у задачі з мінімальною енергією (1)–(5) функції ),(xϕ  

)(xψ  належать області визначення оператора L  та .0≠α  

Крім того, припустимо, що )1,0()( 4Cx ∈ψ та ),1,0()( 3Cx ∈ϕ  тоді 
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а числа 0t  та T  обираються з умови 

 ,
},{min

4)))}(,{min2(exp1( 2
)2(

1
)1(

1

2
0

)2(
1

)1(
1 ε

λλ
λλ ≥−−−− tT   (8) 

де 0>ε  — достатньо мале число. 
Тоді задача з мінімальною енергією має єдиний неперервний на Q  

розв’язок  і цей розв’язок можна представити у вигляді: 
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а числа ik,β  єдиним чином визначаються із системи 
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У (10)–(13) позначено 
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kk 22 , ψϕ  — коефіцієнти розкладу функцій )(),( xx ψϕ  у ряди по системі αW  
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Значення критерію дано збіжним рядом 
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Оптимальна траєкторія, що задається рядом 
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де функції )(* tyk  визначаються як розв’язки задачі Коші 
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є класичним розв’язком крайової задачі (1)–(3). 
Ця задача редукується до послідовності скінченовимірних задач. При 

0=k  будемо мати таку задачу: мінімізувати функціонал  
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за обмеження  
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При 0>k  слід мінімізувати функціонал  
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Задачі (26)–(29) представляють собою скінченновимірні задачі з мінімаль-
ною енергією. 

Повне доведення теореми представлено в роботі [1]. 

ПОБУДОВА КВАЗІОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ 

Редуковану двовимірну задачу (28)–(29) можемо наближено замінити двома 
одновимірними задачами виду: 

1) мінімізувати функціонал 
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Розв’язок задачі (30)–(31) має вигляд: 
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а розв’язок задачі (32) – (33) задається формулами 
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Тим самим формули (34)–(35) та (36)–(37), з одного боку, представ-
ляють собою розв’язки задач одновимірної оптимальної стабілізації 1) – 2), 
а з іншого боку, ці розв’язки формують квазіоптимальну стабілізацію дво-
вимірної задачі. 

Тепер слід оцінити помилку за функціоналом такої заміни: 

 .)()ˆ( ∗−=Δ uIuII kkk  

Отримати теоретично таку оцінку для задачі, що розглядається, дуже 
важко. Тому обмежимося числовим експериментом. 

Зафіксуємо число N  та обчислимо величину неузгодженості 
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підпорядковується крайовій умові (3), умові теореми (7) та функцію кінцевого 
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та умові теореми (6). 
Розрахунки показали, що для всіх ,N  починаючи з :1=N  
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ВИСНОВКИ 

Для параболічних рівнянь із нелокальними крайовими умовами розглянуто 
класичну задачу теорії оптимального керування з розподіленими парамет-
рами — керування з мінімальною енергією в спеціальній нормі, еквівалент-
ній 2L -нормі. Використання методу відокремлення змінних дозволило ре-
дукувати вихідну задачу до однієї одновимірної та послідовності 
двовимірних задач з мінімальною енергією та отримати її аналітичний 
розв’язок у вигляді рівномірно збіжного ряду. Для спрощення обчислень 
редуковану двовимірну задачу заміняємо на дві одновимірні і досліджуємо 
квазіоптимальні наближення даної задачі з мінімальною енергією. Оскільки 
теоретично оцінити помилку такої заміни поки що не вдається, обмежуємося 
в даному дослідженні числовим експериментом. 

Таким чином, при фіксованих початкових даних, наведений приклад 
ілюструє, що вихідна крайова задача, для якої виконуються умови наведеної 
теореми, може бути замінена на сукупність більш простих в обрахунках за-
дач, які дають достатньо точний результат. А використання квазіоптималь-
ного керування в такому випадку дає розв’язок, який є наближенням для 
розв’язку вихідної задачі з мінімальною енергією. 
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