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СТРУМ СПІНОВОГО МАГНІТНОГО МОМЕНТУ ДОНОРНОГО ЕЛЕКТРОНА У 
СФЕРИЧНІЙ КВАНТОВІЙ ТОЧЦІ СdS

В. І. Бойчук, Р. Я. Лешко, І. Б. Іванчишин

Анотація. В рамках наближення ефективної маси досліджено електронні стани сферичної 
квантової точки, що поміщена у діелектричну матрицю. Потенціал електрона квантової точки 
апроксимовано скінченною прямокутною потенціальною ямою. Отримано залежності енергій 
станів  електрона  від розмірів  квантової  точки для гетеросистеми CdS/SiO2  за наявності та при 
відсутності домішки у квантовій точці. Для основного стану отримано залежності струму спіно-
вого магнітного моменту електрона від радіальної змінної для різних радіусів квантової точки. 
Обчислено напруженість магнітного поля, створеного цим струмом у центрі квантової точки.
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SPIN MAGNETIC MOMENT CURRENT OF IMPURITY ELECTRON IN A СdS 
SPHERICAL QUANTUM DOT

V. I. Boichuk, R.Ya. Leshko, I. B. Ivanchyshyn

Abstract. In the effective mass approach electron states of a spherical quantum dot embedded in the 
dielectric matrix are investigated. The electron potential of a quantum dot is approximated by a finite 
rectangular potential well. The dependences of electron states energy on quntum dot size for the CdS/
SiO2 heterosystem are derived both in the presence and the absence of an impurity in the quantum dot. 
For the electron ground state the dependences of spin magnetic moment current on the radial coordinate 
for different quantum dot radii are obtained. The magnetic field intensity created by this current in the 
quantum dot centre is calculated. 

Keywords: quantum dot, donor impurity, spin magnetic moment current

ТОК СПИНОВОГО МАГНИТНОГО МОМЕНТА ДОНОРНОГО ЭЛЕКТРОНА В 
СФЕРИЧЕСКОЙ КВАНТОВОЙ ТОЧКЕ СDS

В. И. Бойчук, Р. Я. Лешко, И. Б. Иванчишин

Аннотация. В рамках приближения эффективной массы исследованы электронные состояния 
сферической квантовой точки, которая помещена в диэлектрическую матрицу. Потенциал 
электрона квантовой точки аппроксимирован конечной прямоугольной потенциальной 
ямой. Получены зависимости энергий состояний электрона от размеров квантовой точки 
для гетеросистемы CdS/SiO2 при наличии и при отсутствии примеси в квантовой точке. Для 
основного состояния получены зависимости тока спинового магнитного момента электрона 
от радиальной переменной для разных радиусов квантовой точки. Вычислена напряженность 
магнитного поля, созданного этим током в центре квантовой точки.

Ключевые слова: квантовая точка, донорноя примесь, ток спинового магнитного момента

Вступ

Сучасні квантові технології дозволяють в 
широких межах змінювати спінові та енер-
гетичні стани електронів у напівпровідни-
кових наноструктурах, створюючи широкі 
можливості для розвитку спінтроніки[1,2], на-
ноелектроніки, квантових комп’ютерів і т.д. 
Квантово розмірні ефекти найбільш яскраво 
виражені в квантових  точках (КТ), де енер-
гетичний спектр носіїв заряду повністю кван-
тований. Ці системи багато в чому володіють 
властивостями атомів, у зв’язку з чим їх часто 
називають «штучними атомами». Наявність 
повного розмірного квантування приводить до 
ряду суттєвих ефектів, характерних саме для 

нуль-вимірних систем. Одним з них є наявність 
додаткової енергії у донорного електрона у 
випадку, коли домішка локалізована всередині 
КТ. Завдяки наявності меж поділу гетеросис-
теми виникає конкуренція між розмірним і ку-
лонівським квантуванням. При малих радіусах 
КТ енергія розмірного квантування стає біль-
шою за притягальну кулонівську енергію, тому 
повна енергія системи стає додатною.

Зміною розмірів КТ можна керувати не 
лише енергетичним спектром донорного елек-
трона, але й контролювати інші характеристи-
ки досліджуваної домішкової системи. Однією 
з таких характеристик є струм спінового маг-
нітного моменту електрона, що пов’язаний з 
його власним магнітним моментом. Цей струм 
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а потенціальна енергія взаємодії електрона з 
йоном домішки

                       
( )

2eV r
rε

=− ,                           (3)

де ε – деяке середнє значення діелектричної 
проникності КТ і матриці.

Рис. 1. Геометрична схема наносистеми та по-
тенціал електрона у ній.

Рівняння Шредінгера для домішкового елек-
трона має наступний вигляд [8,9]:

( ) ( ) ( ) ( )
2

*

1
2

r r E r
m r

ϕ ϕ
 
− ∇ ∇ + Π =  
 

 .

Враховуючи сферичну симетрію задачі, хви-
льову функцію можна подати у вигляді добутку 
радіальної і кутової складових:

     ( ) ( ) ( ), , , .nl m nl lmr R r Yϕ θ ϕ θ ϕ=

Область зміни координати r  зручно розділити 
на дві – внутрішню ( ≤r a ) і зовнішню ( >r a ). 
Якщо ≤r a , то можна отримати радіальне рів-
няння [10] 

(4)

не пов’язаний з переміщенням заряду, а обу-
мовлений наявністю зв’язку між намагніченіс-
тю і густиною струму.

У роботі [3] обчислювався струм спінового 
магнітного моменту на прикладі атома водню. 
Показано що для s -станів орбітальний струм 
перетворюється в нуль і присутній лише струм 
спінового магнітного моменту. У роботах [4-6] 
розглядався електрон у сферичній і циліндрич-
ній квантових точках. У таких системах також 
можна реалізувати умови, за яких одноелек-
тронний орбітальний струм зникає і залишаєть-
ся лише струм спінового магнітного моменту. 

Метою даної роботи є обчислення залеж-
ностей струму спінового магнітного моменту 
донорного електрона КТ від радіальної змін-
ної і радіуса КТ для випадку, коли потенціал 
квантової точки апроксимований скінченною 
прямокутною потенціальною ямою. У роботі 
проаналізовано також залежність напруженості 
магнітного поля, створеного цим струмом, від 
радіуса КТ.

Енергетичний спектр і хвильова функція 
електрона

Розглядаємо наногетеросистему, що склада-
ється з сферичного нанокристала радіуса a , 
діелектрична проникність якого 1ε , а ефектив-
на маса електрона *

1m , який поміщений у ма-
трицю з діелектричною проникністю 2ε  і 
ефективною масою електрона в ній *

2m . Нехай 
у центрі цієї квантової точки  знаходиться до-
норна домішка. На рис.  1 подано схематично 
модель гетеросистеми. Гамільтоніан електрона 
такої системи запишемо у вигляді [7]:

               ( )r
m

H Π+∇∇−= *

2 1
2

ˆ  ,                  (1)

де потенціальна енергія частинки ( )Π r  є су-
мою:

                       ( ) ( ) ( )rUrVr +=Π ,

в якій потенціальна енергія, що зумовлена роз-
ривом енергетичних зон гетероструктури, 
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Розглянемо випадок, коли енергія електрона 
0<E . Тоді (4) зводиться до рівняння Уіттекера

Щоб спростити це рівняння введемо такі 
позначення:
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Тоді (5) запишеться у вигляді:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12

1 1 0
4
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ξ ξ
+

′′ − + − = .

Розв’язком такого рівняння є функція Уіт-
текера:
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2
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+

= .

Розглянемо тепер  область  енерг і ї 
00 E U≤ < .  Тепер (4) можна звести до рів-

няння виду: 
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1 2 0
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ξ ξ
+

′′ − − + = .(6)

Розв’язком (6) є функція Кулона. Враховую-
чи відповідні обмеження на фізичні розв’язки, 
отримаємо регулярну функцію Кулона:

                ( ) ( )1 1 ,lD Fχ ξ = δ ξ .                 

Запишемо розв’язок для r a> . У цій об-
ласті простору енергія завжди більша нуля. 
Відповідне радіальне рівняння має вигляд:

                                                                           (7)           

Провівши аналогічні перетворення, як і для 
випадку r a≤ , отримаємо[11]: 
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де W – функція Уіттекера, що прямує до нуля 
при ξ → ∞. 

Для електрона в КТ без іона домішки у рів-
нянні Шредінгера ( ) ( )r U rΠ = , тому воно 
зводиться до рівняння Бесселя. Отже, 
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( ) ( ),l lj x k x   – сферичні функції Бесселя.
Використовуючи граничні умови та умову 

нормування,
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=

( ) ( )1 2* *
1 2

1 1 ,
r a r a

d dR r R r
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знайдемо енергетичний спектр та невідомі ко-
ефіцієнти для хвильових функцій.

Рис.  2. Залежність енергії електрона від ра-
діуса КТ для наногетероструктури CdS/SiO2 з 
іоном домішки (суцільні лінії) та без домішки 

(штрихові лінії).

На  рис. 2.  наведено  залежності  енергій 
основного  та  збуджених  станів  донорного 
електрона  від розмірів  квантової  точки гете-

.                            (5)
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де W – функція Уіттекера, що прямує до нуля при ξ → ∞.  
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роструктури CdS/SiO2,  розрахованих  з ураху-
ванням  у рівнянні Шредінгера потенціалу 
( )rΠ  (суцільні лінії) та лише потенціалу  
( )U r  (штрихові  лінії).  З  рис.  2.  видно,  що  

у квантових  точках  малих  розмірів  дискрет-
ний електронний  спектр  визначається  потен-
ціалом обмеження ( )U r ,  а  кулонівська  вза-
ємодія у випадку домішки приводить  лише  до  
зміщення  усіх енергетичних  рівнів  в  область  
менших  енергій, якісно  не  змінюючи  його  
поведінки.  При збільшенні  розмірів  квантової  
точки  енергетичні  рівні  домішкового електро-
на,  попадають  у  заборонену  зону  масивного  
кристалу CdS. Аналіз показує, що при 20a>
нм спостерігається таке  зменшення  впливу на 
електрон  потенціалу обмеження, що енерге-
тичний  спектр  стає  воднеподібним.

Струм спінового магнітного моменту. На-
пруженість магнітного поля спінового струму

Густина струму заряду задається формулою 
[11,12]:

                        î ðá ñï= +j j j ,                          (8)

Перший доданок пов’язаний з орбітальним 
рухом електрона

        
( )2î ðá

i e
m

+ +
∗= Ψ∇Ψ −Ψ ∇Ψ
j ,            (9)

а другий є струмом спінового магнітного моменту

            ( )0 ˆñï c rotµ += Ψ Ψj σ ,               (10)

де σ̂  - матриці Паулі, 0
02

e
m c

µ =


 - магнетон 

Бора, а хвильова функція електрона Ψ  є до-
бутком координатної n l mϕ  та спінової χ  хви-
льових функцій. Якщо електрон знаходиться в 
основному стані, то 
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1 R
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ϕ
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Тобто, координатна хвильова функція є дій-
сною. З формули (9) видно, що в цьому випад-
ку 0î ðá =j . Якщо ж розглянути, наприклад, p
- стан, то в цьому випадку для 1m = ± отриму-
ємо  0î ðá ≠j .

Отже, для основного стану електрона гус-
тина струму

                             ñï=j j .
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), 

то ˆ ˆχ χ± ±
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вектор декартової системи координат. Для 
спрощення виразу (12) скористаємось форму-
лою векторного аналізу

( )( ) ( )rot f grad f=−   a r a , r .
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У сферичній системі координат формула 
(13) запишеться у вигляді:
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r rj n nµ µ .(14)

Згідно з формулами електродинаміки, на-
пруженість магнітного поля у початку коорди-
нат дорівнює:
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c

r dV
r r
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r , j r
H = r 꺤

곝 .(15)

Для обчислення інтеграла (15) скористає-
мось формулою:

( ) ( )( ) ( ) ( ), ,ƒ Ïr ƒ Ïr ƒ Ï r  = ⋅ − ⋅   r r r꺤
곝

꺤
곝

곝
꺤

.(16)

Підставивши (16) у (15), отримаємо

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 8 24ƒ Ï0 ƒ Ï0 ƒ Ï0 0
3 3 3

0 Rπ ππ − = = 
 

H = 꺤
꺤

꺤

2
10

.(17)

( ) ( )0 ˆ , ,c grad r c grad rµ ρ ρ=−   ≡ −    j σ µ
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Обчислимо тепер j , враховуючи формулу (10). Маємо  

      0 0 0ˆ ˆ ˆcrot crot crot r            j    ,        (12) 

де ˆ ˆ   - середнє значення магнітного моменту в стані  , 

   2
10

1
4

r R r  


  . 

Коли електрон знаходиться в станах з визначеним значенням z - проекції спіна 

(
1
2zS  ), то ˆ ˆ  

  k  , де k - одиничний вектор декартової системи 

координат. Для спрощення виразу (12) скористаємось формулою векторного аналізу 
    rot f grad f   a r a , r . 

Отже,  

   0 ˆ , ,c grad r c grad r          j   , ˆ    . (13) 

 

 

У сферичній системі координат формула (13) запишеться у вигляді: 

     2
10, ,

4
r R rcc

r r



  

    
r rj n n  .   (14) 

 Згідно з формулами електродинаміки, напруженість магнітного поля у початку 

координат дорівнює: 

 
 

 3

1 10 dV = - , , ρ
c

r dV
r r

        3

r , j r
H = r μ ∇  .  (15) 

Для обчислення інтеграла (15) скористаємось формулою: 

        , , ρ r ρ r ρ r       r r rμ ∇ μ ∇ ∇ μ .   (16) 

Підставивши (16) у (15), отримаємо 

         4 8 24 ρ 0 ρ 0 ρ 0 0
3 3 3

0 R     
 

H = μ μ μ 2
10 . (17) 

Залежність модуля густини струму від відстані до центру квантової точки гетероструктури 

CdS/SiO2  подано на рис.3,4. Модуль густини струму є функцією двох координат сферичної 

системи: r та  . Кутова залежність є простою: густина струму sinj  , тому на рис.3 та 

рис.4. подано залежність  j j r  для конкретного кута 
2
  . Видно, що вигляд цієї функції 

залежить від того, чи у КТ присутній домішковий іон, чи ні. За відсутності іона домішки (рис.3) 

у КТ густина струму, що створена електроном, характеризується немонотонною залежністю 

 j j r . Ця функція має яскраво виражений максимум для відстані r  заряду, що близька до 
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Залежність модуля густини струму від від-
стані до центру квантової точки гетерострук-
тури CdS/SiO2  подано на рис.3,4. Модуль гус-
тини струму є функцією двох координат сфе-
ричної системи: r та θ . Кутова залежність є 
простою: густина струму sinj θ , тому на 
рис.3 та рис.4. подано залежність ( )j j r=  

для конкретного кута 
2
πθ = . Видно, що ви-

гляд цієї функції залежить від того, чи у КТ 
присутній домішковий іон, чи ні. За відсутнос-
ті іона домішки (рис.3) у КТ густина струму, 
що створена електроном, характеризується не-
монотонною залежністю ( )j j r= . Ця функ-
ція має яскраво виражений максимум для від-
стані r  заряду, що близька до половини радіу-
су КТ. В околі r a=  маємо стрибкоподібну 
зміну густини струму, яка пояснюється тим, 
що, згідно з граничними умовами, неперерв-

ною є функція 
( )

( )
*

1 d R r
m r d r

. Порівняння 

густини струму для різних розмірів КТ ( a =2 
нм – рис.3а, a =6 нм – рис.3б) показує що ве-

личина струму ( )j r  зменшується зі збільшен-
ням a . Коли ж у КТ присутній домішковий іон 
(рис.4), то отримуємо монотонно спадні функ-
ції ( )j j r=  для будь-якого радіуса КТ. Як і 
в попередньому випадку, збільшення a  веде 
до зменшення густини струму у кожній точці 
простору.

(а)

(б)

Рис. 3. Функція ( )
2

j j r πθ = = 
 

 при a =2 нм 

(рис.3а) та a =6 нм (рис.3б) для КТ без домішки.

Рис. 4. Функція ( )
2

j j r πθ = = 
 

 при a =2 нм 

(суцільна лінія) та a =6 нм (штрих пунктирна 
крива) для домішкової КТ.

Рис. 5. Залежність від радіуса a напруженості 
магнітного поля в центрі КТ для основного ста-
ну електрона: КТ з іоном домішки (суцільна 

лінія); КТ без домішки (штрихова лінія).
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Функціональні залежності густини струму 
від координат r  та θ   визначають величину 
напруженості магнітного поля в центрі КТ. З 
рис.5. видно, що величина напруженості змен-
шується з ростом  розміру КТ. Така залежність 
повністю узгоджується з результатами залеж-
ності густини струму від координат на рис.3 і 
рис.4. Варто зазначити, що для малих кванто-
вих точок Cd S  напруженість магнітного поля, 
створеного електроном, не є малою. Обчислен-
ня показують, що для донорного електрона 
вона змінюється у межах: 

33.92 Е ( a =2 нм) ≤ ( )0H ≤ 7.95 Е ( a = ∞ ).

Зауважимо, що ( )0 7.75H E=  відповідає 
величині магнітного поля атома водню за умо-
ви врахування наявності діелектричного серед-
овища та ефективної маси у електрона. Коли ж 
у КТ домішковий іон відсутній, то електрон 
створює магнітне поле напруженістю ( )0H = 
9.63 Е при a =2 нм. При великих радіусах на-
пруженість магнітного поля у центрі КТ зміню-
ється згідно формули

                        
( )

2

03

40
3

H
a
π µ= ,

що узгоджується з виразом для напруженості 
магнітного поля, створеного моментом 0µ  на 
великій відстані [11].

Висновки

У запропонованій роботі одержано радіаль-
ні рівняння для донорного електрона у сферич-
ній квантовій точці CdS/SiO2, знайдено точні 
розв’язки відповідних рівнянь. Досліджено 
енергію електронних станів за наявності та при 
відсутності іона домішки у сферичній кванто-
вій точці. Встановлено, що кулонівська  взає-
модія електрона з домішкою приводить  до  
зміщення  усіх енергетичних  рівнів електрона  
в  область  менших  енергій. Отримано залеж-
ності струмів спінового магнітного моменту 
домішкового електрона та електрона без до-
мішки у сферичній КТ від сферичних коорди-
нат r  та θ  при різних радіусах квантової точ-
ки. Показано, що наявність чи відсутність іона 
домішки у КТ суттєво впливає на вигляд функ-
ції ( )j j r=  при фіксованому θ . Зокрема, у 
домішковій КТ ця функція є монотонно спад-
ною при збільшенні координати r . Якщо ж іон 

домішки відсутній то маємо немонотонну за-
лежність ( )j j r=  з максимумом функції для  

2
ar ≈ . Незважаючи на особливості цієї функ-

ції, напруженість магнітного поля, створеного 
електроном у точці 0r = , для обох випадків є 
плавними функціями від радіуса КТ, які при 
великих a  виходять на насичення. Для малих 
розмірів КТ напруженість магнітного поля за 
наявності іона домішки у декілька разів пере-
вищує значення напруженості поля при від-
сутності донорного іона. 
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Summary

The present paper is aimed at calculating dependences of spin magnetic moment current of an im-
purity electron in a quantum dot on the radial coordinate and quantum dot radius. 

The calculation was performed in the effective mass approach. The potential of an electron in the 
quantum dot is approximated by a finite potential rectangular well. 

In the present paper radial equations are obtained for an impurity electron in a CdS/SiO2 spherical 
quantum dot and exact solutions of the corresponding equations are found. The electron states energy 
is investigated both in the presence and the absence of an impurity ion in the spherical quantum dot. 
It is established that the Coulomb interaction of an electron and an impurity leads to the energy shift 
of all electron levels toward lower energies. We derived the dependences of spin magnetic moment 
currents of both the impurity electron and the electron without an impurity in a spherical quantum dot 
on the spherical coordinates r  and θ  for different quantum dot radii. It is shown that the presence or 
absence of an impurity ion in the quantum dot essentially influences the form of the function ( )j j r=  
for a fixed θ . In particular, this function is monotonously decreasing with an increase of coordinate r  
in the quantum dot containing an impurity. In the absence of an impurity ion we get a non-monotonous 

dependence ( )j j r=  with a maximum of the function at 
2
ar ≈ . Despite the peculiarities of this 

function, the intensity of the magnetic field created by an electron at 0r =  in both cases is smooth 
functions of a quantum dot radius which reach saturation for large a . For small quantum dots the in-
tensity of the magnetic field in the presence of an impurity ion is several times higher than the inten-
sity of the magnetic field in its absence. 

Keywords: quantum dot, donor impurity, spin magnetic moment current
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Реферат

Метою даної роботи є обчислення залежностей струму спінового магнітного моменту до-
норного електрона КТ від радіальної змінної і радіуса КТ. 

Обчислення проводились у наближенні ефективної маси. Потенціал електрона квантової 
точки апроксимовано скінченною прямокутною потенціальною ямою. 

У запропонованій роботі одержано радіальні рівняння для донорного електрона у сферичній 
квантовій точці CdS/SiO2, знайдено точні розв’язки відповідних рівнянь. Досліджено енергію 
електронних станів за наявності та при відсутності іона домішки у сферичній квантовій точці. 
Встановлено, що кулонівська  взаємодія електрона з домішкою приводить  до  зміщення  усіх 
енергетичних  рівнів електрона  в  область  менших  енергій. Отримано залежності струмів 
спінового магнітного моменту домішкового електрона та електрона без домішки у сферичній 
КТ від сферичних координат r  та θ  при різних радіусах квантової точки. Показано, що наяв-
ність чи відсутність іона домішки у КТ суттєво впливає на вигляд функції ( )j j r=  при фіксо-
ваному θ . Зокрема, у домішковій КТ ця функція є монотонно спадною при збільшенні коорди-
нати r . Якщо ж іон домішки відсутній то маємо немонотонну залежність ( )j j r=  з максиму-

мом функції для  
2
ar ≈ . Незважаючи на особливості цієї функції, напруженість магнітного поля, 

створеного електроном у точці 0r = , для обох випадків є плавними функціями від радіуса КТ, 
які при великих a  виходять на насичення. Для малих розмірів КТ напруженість магнітного поля 
за наявності іона домішки у декілька разів перевищує значення напруженості поля при відсут-
ності донорного іона. 

Ключові слова: квантова точка, донорна домішка, струм спінового магнітного моменту


