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ВПЛИВ МАГНІТНОГО ПОЛЯ НА СИЛИ ОСЦИЛЯТОРІВ МІЖЗОННИХ 
КВАНТОВИХ ПЕРЕХОДІВ У ДВОЯМНІЙ СФЕРИЧНІЙ КВАНТОВІЙ ТОЧЦІ

В. А. Головацький, І. Б. Бернік, М. Я. Яхневич 

Анотація. У наближенні ефективних мас та моделі скінченних прямокутних потенціальних 
бар’єрів виконано розрахунки енергетичних спектрів та розподілів ймовірностей знаходження 
електрона та дірки в сферичній напівпровідниковій квантовій-точці-квантовій-ямі (КТКЯ), 
поміщеній в однорідне магнітне поле. Дослідження виконані методом розкладу хвильових 
функцій (ХФ) квазічастинок на базисі ХФ в КТКЯ без магнітного поля.

Досліджено вплив магнітного поля на енергетичний спектр і локалізацію електрона та дірки 
в наносистемі CdSe/ZnS/CdSe/ZnS. Побудовано залежності енергетичних спектрів квазічастинок 
від індукції магнітного поля. Показано, що під впливом магнітного поля квазічастинки в 
основному стані можуть тунелювати крізь малопотужний потенціальний бар’єр із зовнішньої 
потенціальної ями у внутрішню, при чому для електрона та дірки це відбувається при різних 
значеннях індукції магнітного поля, що відображається на силах осциляторів міжзонних 
квантових переходів. 

Розраховано залежності сил осциляторів міжзонного квантового переходу між основними 
станами електрона та дірки від індукції магнітного поля в наносистемах з різними розмірами 
внутрішньої потенціальної ями. Різний характер отриманих залежностей обумовлений різним 
розташуванням квазічастинок у шарах наносистеми.

Ключові слова: квантова точка-квантова яма, магнітне поле, енергетичний спектр, сили 
осцилятора
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MAGNETIC FIELD EFFECT ON OSCILLATOR STRENGTHS OF INTERBAND 
QUANTUM TRANSITIONS IN SPHERICAL QUANTUM DOT-QUANTUM WELL

V. A. Holovatsky, I. B. Bernik, M. Ya. Yakhnevych 

In the frame of effective masses and finite rectangular potential barriers there are calculated the 
energy spectra and densities of the electron and the hole in the semiconductor spherical quantum dot-
quantum well (QDQW) in magnetic field. The investigations are performed using the method of quasi-
particles wave functions (WFs) expansion on the basis of WFs in the QDQW without the magnetic field.

The effect of magnetic field on the energy spectra and the densities of electron and hole is studied 
for the nanosystem CdSe/ZnS/CdSe/ZnS. The dependences of quasi-particles energy spectra on the 
magnetic field induction are obtained. It is shown that under the influence of magnetic field the quasi-
particles in the ground state can tunnel through potential barrier from the outer potential well into the 
inner one. For the electron and hole that phenomenon takes place at different values of the induction 
of magnetic field which in turn depicts on the oscillator strengths of the interband quantum transitions.

The dependences of the oscillator strengths of interband quantum transition between the ground 
states of the electron and the hole in the QDQWs with different sizes of the inner potential well on 
magnetic field induction are calculated. Different character of obtained dependences are caused by 
various localization of the quasi-particles in the nanosystem layers.

Keywords: quantum dot-quantum well, magnetic field, energy spectrum, oscillator strength

ВЛИЯНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА СИЛЫ ОСЦИЛЛЯТОРОВ МЕЖЗОННЫХ 
КВАНТОВЫХ ПЕРЕХОДОВ В ДВУХЯМНОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ КВАНТОВОЙ ТОЧКЕ

В. А. Головацкий, И. Б. Берник, М. Я. Яхневич 

В приближении эффективных масс и модели конечных прямоугольных потенциальных барьеров 
выполнены расчеты энергетических спектров и распределений вероятностей нахождения электрона 
и дырки в сферической полупроводниковой квантовой-точке-квантовой-яме (КТКЯ), помещенной 
в однородное магнитное поле. Исследования выполнены методом разложения волновых функций 
квазичастиц на базисе волновых функций в КТКЯ без магнитного поля.

Исследовано влияние магнитного поля на энергетический спектр и локализацию электрона 
и дырки в наносистеме CdSe/ZnS/CdSe/ZnS. Построены зависимости энергетических спектров 
квазичастиц от индукции магнитного поля. Показано, что под влиянием магнитного поля 
квазичастицы в основном состоянии могут туннелировать через маломощный потенциальный 
барьер с внешней потенциальной ямы во внутреннюю, причем для электрона и дырки это 
происходит при различных значениях индукции магнитного поля, что отражается на силах 
осцилляторов междузонных квантовых переходов.

Рассчитано зависимости сил осцилляторов межзонного квантового перехода между 
основными состояниями электрона и дырки от индукции магнитного поля в наносистемах 
с различными размерами внутренней потенциальной ямы. Разный характер полученных 
зависимостей обусловлен различным расположениями квазичастиц в слоях наносистемы.

Ключевые слова: квантовая точка-квантовая яма, магнитное поле, энергетический спектр, 
силы осциллятора
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Вступ

Багатошарові квантові точки (КТ), що інтен-
сивно досліджуються останнім часом, є пер-
спективними в плані їх використання в якос-
ті джерел білого світла, на основі міжзонних 
квантових переходів [1, 2], а також як елементів 
пам’яті в комп’ютерній техніці [3]. Електронні 
[4, 5] та оптичні [6, 7] властивості КТ визна-
чаються геометричним дизайном та матеріала-
ми, що використовуються при їх виготовленні. 
Додатковим механізмом впливу на спектральні 
властивості таких наноструктур є накладання 
зовнішніх електричного чи магнітного полів [8], 
якими можна діяти на КТ у довільний момент 
часу і таким чином керувати роботою напівпро-
відникових приладів, створених на їх основі. 

Оскільки зовнішнє поле порушує сферичну 
симетрію задачі знаходження енергії та ХФ 
квазічастинок, то рівняння Шредінгера у цьо-
му випадку точно не розв’язується. Тому при 
дослідженні сферичних КТ у більшості робіт 
автори обмежуються знаходженням енергій 
основного та першого збудженого станів квазі-
частинки варіаційним методом [9, 10] чи мето-
дом теорії збурень [11]. 

Для дослідження вищих станів у простій 
КТ та сферичній плівці (СП) у роботах [12-14] 
використовується метод розкладу за повним 
набором ХФ квазічастинки у наносистемі без 
зовнішнього поля. У роботі [14] показано, що 
вплив однорідного магнітного поля на енерге-
тичний спектр електрона сильніший для СП, 
ніж для КТ, оскільки при однаковій ширині 
потенціальної ями СП мають більший радіус.

У двоямній КТ квазічастинки можуть лока-
лізуватись в одній або іншій потенціальній ямі 
в залежності від геометричних параметрів на-
носистеми [15]. Магнітним полем можна впли-
вати на їхню локалізацію. У роботах [16, 17] 
досліджено вплив зовнішнього поля на власти-
вості внутрішньозонних квантових переходів у 
двоямній КТ.

З погляду практичного використання КТКЯ, 
можливість змінювати оптичні властивості на-
носистем магнітним полем є дуже цінною і 
може бути використана при створенні нових 
напівпровідникових приладів. Для створення 
магніто-оптичних приладів на основі багато-
шарових наносистем важливим є дослідження 

впливу магнітного поля на сили осцилято-
ра квантових переходів. Результати таких 
досліджень дозволяють вибрати оптимальні 
параметри наносистем для того чи іншого їх 
застосування. 

2. Рівняння Шредінгера та його розв’язки 
для електрона та дірки у сферичній КТКЯ в 
магнітному полі

Розглядається двоямна напівпровідникова 
сферична квантова точка CdSe/ZnS/CdSe/ZnS, 
що складається з ядра-ями радіусом 0r , шару 
бар’єра товщиною 01 rr −=∆  та шару-ями ши-
риною 12 rr −=ρ , поміщених у зовнішню на-
півпровідникову матрицю-бар’єр. Геометрична 
схема наносистеми та потенціальні профілі 
електрона та дірки в ній наведені на рис. 1. За 
початок відліку енергії для електрона вибрано 
дно зони провідності, а дірки - стеля валентної 
зони матеріалу CdSe. 

Рис. 1. Геометрична та потенціальна схеми КТКЯ.

Напрямок вектора індукції прикладеного 
поля вибраний вздовж вісі Oz. Для знаходжен-
ня енергії та ХФ квазічастинок в наносистемі, 
поміщеній в зовнішнє магнітне поле, 
розв’язувались рівняння Шредінгера з гаміль-
тоніанами eH  та hH  для електрона та дірки 
відповідно
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Тут знак «-» використовується в електронній 
задачі, «+» - в дірковій. У (1) p  - оператор ім-
пульса, A
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1  - ефективні маси електро-
на та дірки в потенціальних ямах та бар’єрах 
відповідно.

Впливом поляризаційних зарядів, індукова-
них на межах поділу середовища знехтувано, 
оскільки значення діелектричних проникнос-
тей напівпровідникових CdSe та ZnS близькі 
між собою. 
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неперервності ХФ та потоків густини ймовір-
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номер енергетичного рівня при фіксованому 
магнітному квантовому числу m. 
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Задача знаходження енергетичного спектра 
та ХФ електрона зводиться до пошуку влас-
них функцій та власних векторів отриманої 
матриці.

Розрахунки сил осциляторів міжзонних 
квантових переходів виконано для переходів 
між найнижчими станами електрона та дірки з 
m = 0 за формулою:
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де Eg – енергія забороненої зони напівпровід-
никового матеріалу CdSe, eE10 , hE10  – енергія 
основного стану електрона та дірки відповідно.

3. Результати числових розрахунів

В числових розрахунках використовувались 
такі фізичні параметри КТКЯ CdSe/ZnS/CdSe/

ZnS: e
e mm 13.00 = , e

e mm 28.01 = , ìåÂU e 9000 = , 

e
e mm 45.00 = ,  e

h mm 49.01 = ,  ìåÂU h 9000 = , 

ìåÂEg 1750= . При розв’язуванні секулярного 
рівняння (11) у розкладі (6) враховувалися до-
данки з 3,...,1=n  та 6,...,0= , що забезпе-
чило точність знаходження енергії та коефіці-
єнтів розкладу не гіршу, ніж 0.1 %. 

На рис. 2 зображено енергії квазічастинок в 
станах з магнітним квантовим числом 0=m  у 
КТКЯ з геометричними розмірами íìr 5.50 =
, íì1=∆ , íì5=ρ . 

а)

б)
Рис. 2. Залежність енергетичного спектра елек-
трона (а) та дірки (б) в станах з 0=m  від індук-
ції магнітного поля в КТКЯ з розмірами 

íìr 5.50 = , íì1=∆ , íì5=ρ . 

З рисунка видно, що в зовнішньому полі 
енергія станів квазічастинок з m = 0 зростає зі 
збільшенням індукції. У зв’язку з тим, що роз-
глядувана система складається з двох ям, роз-
ділених скінченним потенціальним бар’єром, 
на рис. 2 спостерігається складна залежність 
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енергетичних спектрів квазічастинок від індук-
ції магнітного поля з областями антиперетинів. 
На рис. 2 а) додатково наведено залежності 
спектрів електрона у відповідних простих на-
носистемах: КТ CdSe/ZnS радіусом íìr 5.50 =  
(точкові лінії) та СП ZnS/CdSe/ZnS з внутріш-
нім радіусом íìr 5.61 =  і шириною потенціаль-
ної ями íì5=ρ  (штрихові лінії). З порівняння 
поведінки отриманих спектрів видно, що енер-
гетичний спектр електрона в КТКЯ майже точ-
но накладається на сукупність спектрів квазі-
частинки в одноямних системах: КТ та СП, 
причому одні рівні «належать» одній простій 
системі, а інші – другій. Оскільки вплив маг-
нітного поля на енергетичний спектр електро-
на, локалізованого у зовнішній потенціальній 
ямі КТКЯ сильніший, то при деяких значеннях 
індукції магнітного поля спостерігається яви-
ще антиперетинів енергетичних рівнів, напри-
клад при ÒëB 30≈  антикросінг двох найниж-
чих рівнів електрона. В таких областях відбу-
вається зміна локалізації квазічастинки, що 
пояснюється просторовим обмеженням елек-
трона магнітним полем.

Для детальнішого аналізу локалізації 
квазічастинок в  межах нано системи, 
досліджено ймовірність перебування їх в ос-
новному стані у ядрі he

jmW ,  [17], залежність якої 
від індукції магнітного поля (при різних 0r ) 
наведено на рис. 3. 

Як видно з графіків, за відсутності магніт-
ного поля розмір ядра впливає на локалізацію 
квазічастинок в межах наносистеми. При цьо-
му, електрон та дірка можуть бути розміщені в 
різних ямах ( íìr 5.50 = ) або в одній і тій же 
потенціальній ямі: внутрішній ( íìr 60 = ) чи 
зовнішній ( íìr 50 = ). При поміщенні наносис-
теми у магнітне поле, ймовірність перебування 
квазічастинок у внутрішній потенціальній ямі 
збільшується. 

Сили осциляторів квантових переходів в 
основному визначаються перекриттям хвильо-
вих функцій квазічастинок у станах, між якими 
здійснються квантових перехід. На рис. 4 на-
ведено залежності сил осциляторів міжзонних 
( 1010 −F ) квантових переходів у багатошаровій 
КТ CdSe/ZnS/CdSe/ZnS від індукції магнітного 
поля при різних радіусах ядра.

а)

б)
Рис. 3. Залежність ймовірності перебування 
електрона (а) та дірки (б) від індукції магнітного 
поля при розмірах шарів наносистеми 

íìr 6,5.5,3.5,50 = , íì1=∆ , íì5=ρ .

Рис. 4. Залежність сили осцилятора найнижчого 
міжзонного перходу 1010 −F  від індукції магнітно-
го поля при розмірах шарів наносистеми 

íìr 6,5.5,3.5,50 = , íì1=∆ , íì5=ρ .
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Задача знаходження енергетичного спектра та ХФ електрона зводиться до пошуку 

власних функцій та власних векторів отриманої матриці. 

Розрахунки сил осциляторів міжзонних квантових переходів виконано для переходів 

між найнижчими станами електрона та дірки з m = 0 за формулою: 
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де Eg – енергія забороненої зони напівпровідникового матеріалу CdSe, eE10 , hE10  – енергія 

основного стану електрона та дірки відповідно. 
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h mm 49.01  , 

меВU h 9000  , меВEg 1750 . При розв’язуванні секулярного рівняння (11) у розкладі (6) 
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енергії та коефіцієнтів розкладу не гіршу, ніж 0.1 %.  
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якої від індукції магнітного поля (при різних 0r ) наведено на рис. 3. 
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поле, ймовірність перебування квазічастинок у внутрішній потенціальній ямі 

збільшується.  

Сили осциляторів квантових переходів в основному визначаються перекриттям 

хвильових функцій квазічастинок у станах, між якими здійснються квантових перехід. На 

рис. 4 наведено залежності сил осциляторів міжзонних ( 1010F ) квантових переходів у 

багатошаровій КТ CdSe/ZnS/CdSe/ZnS від індукції магнітного поля при різних радіусах 

ядра. 
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З рисунка видно, що в залежності від розмірів ядра, відповідна крива може мати 

різний характер (монотонно зростати – точкова і штрих-пунктирна криві або бути 

немонотонною – штрихова та суцільна криві), який можна пояснити за допомогою 

залежностей ймовірностей перебування квазічастинок в ядрі наносистеми (рис. 3). 

У випадку розміщення обох квазічастинок у зовнішній ямі при В = 0 (радіус ядра 
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при різних значеннях В, що проявляється спочатку зменшенням сили осцилятора 

  

а) 

 
б) 

Рис. 3. Залежність ймовірності перебування електроан (а) та дірки (б) від індукції 

магнітного поля при розмірах шарів наносистеми нмr 6,5.5,3.5,50  , нм1 , нм5 . 
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при різних значеннях В, що проявляється спочатку зменшенням сили осцилятора 
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З рисунка видно, що в залежності від роз-
мірів ядра, відповідна крива може мати різ-
ний характер (монотонно зростати – точкова 
і штрих-пунктирна криві або бути немоно-
тонною – штрихова та суцільна криві), який 
можна пояснити за допомогою залежностей 
ймовірностей перебування квазічастинок в ядрі 
наносистеми (рис. 3).

У випадку розміщення обох квазічастинок у 
зовнішній ямі при В = 0 (радіус ядра íìr 50 =  
та íìr 3.50 = ) зі збільшенням індукції магніт-
ного поля і електрон, і дірка тунелюють в ядро 
наносистеми, проте, оскільки їх ефективні 
маси різні, вони тунелюють при різних значен-
нях В, що проявляється спочатку зменшенням 
сили осцилятора квантового переходу з подаль-
шим її зростанням (суцільна та штрихова кри-
ві на рис. 4). При B=B0 сила осцилятора між-
зонного квантового переходу має мінімальне 
значення, що відповідає найменшому пере-
криттю ХФ квазічастинок. При зміні розміра 
ядра від 5 нм до 5.3 нм положення мінімуму 
зміщується від 50 Тл до 25 Тл.

При розмірі ядра 5.5 нм за відсутності поля 
квазічастинки знаходяться в різних ямах – 
електрон в зовнішній, а дірка у внутрішній, 
при цьому сила осцилятора квантового пере-
ходу мала (штрих-пунктирна лінія на рис. 4). 
Зі збільшенням Â  електрон із зовнішньої по-
тенціальної ями тунелює у внутрішню, тому 
перекриття ХФ збільшується і, відповідно, 
зростає сила осцилятора квантового переходу.

Якщо радіус ядра становить 6 нм, обидві 
квазічастинки за відсутності магнітного поля 
локалізуються у внутрішній потенціальній ямі, 
тому сила осцилятора значна (точкова крива на 
рис. 4) і слабо залежить від магнітного поля.

Зміни сили осцилятора квантових переходів 
з ростом індукції магнітного поля можуть бути 
застосованіа при побудові магніто-оптичних 
приладів. 

4. Висновки

У моделі ефективних мас і прямокутних 
потенціальних бар’єрів методом розкладу хви-
льових функцій квазічастинок за повним набо-
ром ХФ електрона та дірки за відсутності маг-
нітного поля розв’язано рівняння Шредінгера 
для електрона та дірки у сферичній двоямній 

квантовій точці CdSe/ZnS/CdSe/ZnS в магніт-
ному полі.

Побудовано залежності енергій квазічас-
тинок в станах з m = 0 від індукції магнітно-
го поля. Показано, що енергія електрона та 
дірки зростає зі збільшенням В. Залежності 
спектрів квазічастинок містять антиперетини 
енергетичних рівнів, що пояснюється зміною 
локалізації квазічастинок з тунелюванням крізь 
скінченний потенціальний бар’єр з зовнішньої 
потенціальної ями у внутрішню. 

На основі розв’язків рівняння Шредінгера, 
отримано залежності сил осциляторів між-
зонного квантового переходу між найнижчи-
ми станами квазічастинок з m = 0 від індукції 
магнітного поля. Мінімуми цих залежностей 
відповідають найменшому перекриттю ХФ ква-
зічастинок. Різка залежність сили осцилятора 
міжзонного квантового переходу від індукції 
магнітного поля може бути використана для 
створення нових магніто-оптичних приладів.
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Summary

In the frame of effective masses and finite rectangular potential barriers there are solved the 
Schrodinger equations to obtain the energy spectra and wave functions (WFs) of the electron and the 
hole in the semiconductor spherical quantum dot-quantum well (QDQW) in magnetic field. The in-
vestigations are performed using the method of quasi-particles WFs expansion on the basis of WFs in 
the QDQW without the magnetic field.

The effect of magnetic field on the energy spectra and the densities of electron and hole is studied 
for the nanosystem CdSe/ZnS/CdSe/ZnS. The dependences of energy spectra of the quasi-particles in 
the states with m = 0 on the magnetic field induction are obtained. It is shown that these dependences 
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contain anti-crossing regions. The probabilities of electron and hole locations in the core of the QDQW 
as functions of B are obtained. It is shown that under the field influence the quasi-particles in the ground 
state can tunnel through potential barrier from the outer potential well into the inner one. For the elec-
tron and hole that phenomenon takes place at different values of the induction of magnetic field which 
in turn depicts on the oscillator strengths of the interband quantum transitions.

On the basis of obtained energies and WFs the dependences of the oscillator strengths of interband 
quantum transition between the ground states of the electron and the hole in the QDQWs with different 
sizes of the inner potential well on magnetic field induction are calculated. It is shown that depending 
on core size, corresponding dependence can vary (to increase monotonously or to be non-monotonous) 
that can be explained using the probabilities of quasi-particles location in the core of the nanosystem.

Keywords: quantum dot-quantum well, magnetic field, energy spectrum, oscillator strength
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Реферат

У наближенні ефективних мас та моделі скінченних прямокутних потенціальних бар’єрів 
розв’язано рівняння Шредінгера для знаходження енергетичних спектрів та хвильових функцій 
(ХФ) електрона та дірки в сферичній напівпровідниковій квантовій-точці-квантовій-ямі (КТКЯ), 
поміщеній в однорідне магнітне поле. Дослідження виконані методом розкладу ХФ квазічасти-
нок на базисі ХФ в КТКЯ без магнітного поля.

Вплив магнітного поля на енергетичний спектр і локалізацію електрона та дірки досліджено 
на прикладі наносистемі CdSe/ZnS/CdSe/ZnS. Побудовано залежності енергетичних спектрів 
квазічастинок в станах з m = 0 від індукції магнітного поля. Показано, що вони містять антипере-
тини енергетичних рівнів. Отримано ймовірності перебування електрона та дірки в ядрі КТКЯ як 
функції В. Показано, що під впливом поля квазічастинки в основному стані можуть тунелювати 
крізь малопотужний потенціальний бар’єр із зовнішньої потенціальної ями у внутрішню, при 
чому для електрона та дірки це відбувається при різних значеннях індукції магнітного поля, що 
відображається на силах осциляторів міжзонних квантових переходів. 

На основі отриманих енергій та ХФ квазічастинок розраховано залежності сил осциляторів 
міжзонного квантового переходу між основними станами електрона та дірки від індукції маг-
нітного поля в наносистемах з різними розмірами внутрішньої потенціальної ями. Показано, 
що в залежності від розмірів ядра, відповідна залежність може мати різний характер (монотон-
но зростати або бути немонотонною), який пояснюється на основі ймовірностей пербування 
квазічастинок в ядрі наносистеми. 

Ключові слова: квантова точка-квантова яма, магнітне поле, енергетичний спектр, сили 
осцилятора


