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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ РУХУ ЧАСТИНОК 
ОБРОБЛЮВАЛЬНОГО ГРУНТУ ВПОДОВЖ ФРИКЦІЙНИХ 

РОБОЧИХ ПОВЕРХОНЬ ВІБРОПЛУГІВ 
 
Запропонована методика складання диференціальних рівнянь 

руху частинок оброблюваного ґрунту вподовж фрикційних робочих 

поверхонь віброплугів.  Задля визначення оптимальних геометричних 

параметрів й кінематичних режимів роботи шорстких (фрикційних) 

поверхонь, які слугують у якості робочих органів віброплугів, 

використаний підхід П.М. Василенка. 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ, РУХ, ЧАСТИНКИ 

ГРУНТУ, ФРИКЦІЙНІ РОБОЧІ ПОВЕРХНІ, ВІБРОПЛУГ. 

Постановка проблеми. При визначенні оптимальних 

геометричних параметрів та кінематичних режимів роботи шорстких 

(фрикційних) поверхонь, які застосовуються у якості робочих органів 

сільськогосподарських машин, зокрема, віброплугів, виникає 
необхідність у складанні та розв’язку системи диференціальних 

рівнянь, що описують рух частинок оброблюваного ґрунту, у проекціях 

на обрані вісі координат. 

Зазвичай [4] частинку матеріалу (оброблюваного) віброплугом 

ґрунту приймають за матеріальну точку.  При цьому спостерігаються 

два випадки: 1) поверхні, по яким рухаються частинки, нерухомі 

(стаціонарні); 2) рухомі (нестаціонарні). 

У першому випадку рух частинок описується 

диференціальними рівняннями абсолютного руху, тобто руху, 

віднесеного до осей  координат, котрі мають свій початок у нерухомій 

точці.  Зокрема, якщо у якості осей координат прийняти Декартові вісі, 
то це означає, що вказані рівняння складаються у проекціях на 

нерухомі вісі X, Y, Z. 

У другому випадку для опису руху частинки ґрунту по 

поверхні віброплуга слід використати наступні методи [4]: 

1) метод складання диференціальних рівнянь відносного руху 

частинки ґрунту, тобто складання рівнянь у проекціях на рухомі 

(відносні)  вісі координат, тобто на вісі координат незмінно пов’язані з 

рухомою поверхнею, наприклад, на декартові вісі ( ζη,ξ, ); 
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2) метод складання диференціальних рівнянь абсолютного 

руху частинки оброблюваного ґрунту, тобто складання 

диференціальних рівнянь у проекціях на осі координат, які мають свій 

початок у нерухомій точці.  Якщо у якості таких осей прийняти 

декартові осі, то це значить, що диференціальні рівняння у цьому 

випадку складаються у проекціях на нерухомі вісі X, Y, Z. 

Слід зазначити, що другий метод має деякі особливості у 

порівнянні з методом складання диференціальних рівнянь абсолютного 

руху частинки вподовж нерухомої поверхні.  Пов’язано це з тим, що 
необхідно виконувати більш складні операції, щоб визначити проекції 

прикладених сил на нерухомі вісі координат.  Саме тому у даній роботі 

застосовується перший метод. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Методика 

складання диференціальних рівнянь руху частинок матеріалу вподовж 

фрикційних робочих поверхонь сільськогосподарських машин 

викладена у роботі [4] на основі досліджень авторів [1–3].  Проте 

аналогічні рівняння для руху частинок оброблюваного віброплугом 

ґрунту не встановлені. 

Мета роботи полягає у складанні диференціальних  рівнянь 

руху частинок оброблюваного ґрунту вподовж фрикційних робочих 

поверхонь віброплугів.  На основі створення адекватної математичної 
моделі вказаного руху можлива у подальшому оптимізація 

геометричних параметрів й кінематичних режимів роботи шорстких 

(фрикційних) поверхонь віброплугів. 

Результати дослідження. Диференціальні рівняння руху 

частинки оброблюваного віброплугом ґрунту вподовж рухомої та 

вібруючої поверхні. 

Якщо сама поверхня, по котрій рухається частинка 

оброблюваного ґрунту, також є рухомою, тоді рух вказаної частинки 

по відношенню до неї буде відносним, а по відношенню до нерухомого 

середовища – абсолютним.  У цьому випадку рухому вподовж поверхні 

частинку оброблюваного віброплугом ґрунту можна віднести до 
нерухомих осей координат (X, Y, Z) й до рухомих, незмінно 

пов’язаних з поверхнею, осей ( ζη,ξ, ). 

Як зазначено у [4], для опису руху частинки ґрунту вподовж 

рухомої поверхні можна складати диференціальні рівняння як у 

проекціях на нерухомі, так і у проекціях на рухомі вісі координат.  У 

останньому випадку диференціальні рівняння набувають статусу 

рівнянь відносного руху. 

У відповідності з основними рівняннями відносного руху 

матеріальної точки маємо [1 – 3]: 
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m r F N n k N r m W m W
e c

           ,  (1) 

де m  – маса частинки оброблюваного ґрунту; r  – прискорення руху 

матеріальної точки (модель частинки оброблюваного віброплугом 

ґрунту); N  – нормальна реакція; n  – орт нормалі до поверхні;  

k  – коефіцієнт тертя матеріальної точки з поверхнею; r  – орт 

дотичної до траєкторії руху точки по поверхні; W
e

 – прискорення 

повертальне; W
c

 – прискорення Коріоліса.   

У проекціях на рухомі декартові вісі координат запишеться, 

зрозуміло, таким чином: 

cos ( ) cos ( )

cos ( ) cos ( )

cos ( ) cos ( )

m F N ξ,n k N ξ,V m W m W ;
r e c

m F N ,n k N ,V m W m W ;
r e c

m F N ,n k N ,V m W m W ;
r e c


  

  
  

  
  

  


          

  


          

  


          



(2) 

де W
e

, W
e

, W
e

, W
c

, W
c

, W
c

 – проекції повертального 

прискорення й прискорення Коріоліса на рухомі вісі координат.  

Оскільки 

1 1

1

f f
cos ( ,n) ; cos ( ,n) ;

Δf ξ Δf η

f
cos ( ,n) ;

Δf ζ

 



  
 

   
  





 


  (3) 

де   0f f , ,     – рівняння поверхні (рівняння в’язі); 

2 2 2
f f f

Δf

ξ  

       
       
            

 – модуль градієнта; 
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cos ( )
2 2 2

cos ( )
2 2 2

cos ( )
2 2 2

ξ ξ
ξ,V ;

r V
r ξ

,V ;
r V

r ξ

,V ;
r V

r ξ

 

 


 

 


 

 


 
 

 
 

  
 


 
  

  (4) 

де  2 2 2

rV ξ     – швидкість відносного руху, тоді рівняння (2) 

можна записати наступним чином [4]: 

1

1

1

f ξ
m F N k N m W m W ;

e cΔf ξ V
r

f
m F N k N m W m W ;

e cΔf η V
r

f
m F N k N m W m W ;

e cΔf ζ V
r


  




  




  




           





           





           




      (5) 

Для того, щоб написати ці рівняння у розгорнутому вигляді, 

необхідно у них ввести вирази проекцій повертального прискорення й 

прискорення Коріоліса. 

У найбільш загальному випадку такі вирази мають вид [2]: 

2

2

2

2

2

W W ( ) ;e В е е е е е е е

W W ( ) ;e В е е е е е е е

W W ( ) ;e В е е е е е е е
W ( );с е е

W ( );с е е

                   

                   

                   

     

     

             

             

             

    

    

2W ( );с е е         















(6) 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

W x y z ;ВВ В В

W x y z ;ВВ В В

W x y z ;ВВ В В

  

  

  

      



     


     

  (7) 

де 
е

  – переносна кутова швидкість поверхні; 
е




, 
е




, 
е




 – 

проекції цієї кутової швидкості на рухомі вісі координат; W
В

, W
В

, 

W
В

 – проекції прискорення початку рухомих (точки В) координат на 

рухомі вісі; 
і

 , 
і

 , 
і
  (і=1,2,3) – направляючі косинуси кутів, 

утворених осями рухомих ( ξ, η, ζ ) й нерухомих (X, Y, Z) осей 

координат. 
Зазначимо, що ці косинуси входять у формули переходу від 

нерухомих систем координат до рухомих, і навпаки.  Ці формули, як 

відомо, мають вид: 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x x ;B

y y ;B

z z ;B

     

     

     

       


      
       


  (8) 

або 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( x x ) ( y y ) ( z z );B B B

( x x ) ( y y ) ( z z );B B B

( x x ) ( y y ) ( z z );B B B

   

   

   

         


        
         


  (9) 

де x
B

, y
B

, z
B

 – координати точки початку рухомих координат. 

Причому направляючі косинуси виражаються, зазвичай, через 

кути Ейлера, а останні задаються у функції від часу. 

1

2

3 1

2 3

1 2 3

α cos cos sin sin cos ;

α sin cos cos sin cos ;

α sin sin ; cos sin sin cos cos ;

sin sin cos cos cos ; cos sin ;

sin cos ; cos sin ; cos ;

    

    

       

        

       

     

     

       


      
     


(10) 

де , ,    – кути Ейлера. 
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Розглянемо далі рух частинки оброблюваного ґрунту вподовж 

фрикційної поверхні віброплуга, яка має вигляд параболоїда (рис. 1). 

 
Рис. 1 – Геометрія задачі 

 

На рис. 1 зображений профіль поверхні віброплуга, який 

описується рівнянням. 

0 1
m

y -A x , A , m ,   (11) 

V  – лінійна швидкість рівномірного руху цієї поверхні,   A, m  – 

сталі, які описують профіль віброплуга. 

У найбільш загальному випадку вібраційне збудження 

прикладене вподовж трьох осей OX, OY, OZ: 

x А sin(ω t); y А sin(ω t) V t;
B x x B y y

z А sin(ω t);
B z z

       

  
 (12) 

де А
x

, А
y

, А
z

 – амплітуди, ω
x

, ω
y

, ω
z

 – кругові частоти вібрацій 

вподовж відповідних осей,  t  – час.  Вважаємо, що амплітуди вібрацій 

та їх частоти на залежать від часу t . 

Рівняння рухомої поверхні віброплуга у координатній системі 

( ξ, η, ζ ) має вид: 

mη А ξ   .   (12) 

У подальшому вважаємо, що 0
e

  , тому 

0
e e e

  
  
   , а також  0W W W

c c c  
   . 

Для повертального прискорення (його компонент) маємо: 
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1 2 3
2 2 2

1 2 y 3

1 2 3
2 2 2

1 2 y 3

1

W W x y zВе В В В

ω А sin(ω t) ω А sin(ω t) ω А sin(ω t);x x x y y z z z

W W x y zВе В В В

ω А sin(ω t) ω А sin(ω t) ω А sin(ω t);x x x y y z z z

W Wе В

   

  

   

  

 

       

              

       

              

   2 3
2 2 2

1 2 y 3

x y zВ В В

ω А sin(ω t) ω А sin(ω t) ω А sin(ω t).x x x y y z z z

 

  

    

              













(13) 

Рівняння рухомої поверхні має вид: 

0mη А ξ .      (14) 

Тоді матимемо  

0mf( ξ, η, ζ ) η А ξ .      (15) 

Звідси 

1
1 0

f f fm
m А ξ ; ; .

  

  
    

  
 (16) 

Отже, використовуючи (13) – (16) з (5) отримаємо: 

1 1

1
1

1
0

ξm
m F N m А ξ k N m W ;В

Δf V
r

m F N k N m W ;В
Δf V

r

m F N k N m W ;В
Δf V

r

 


 


 




           




         




         



(17) 

де 

 
2 22 2

1
1

f ff m
Δf m А ξ .

  

                           

 

Отже, у результаті отримали наступну систему чотирьох 

рівнянь для чотирьох невідомих X, Y, Z, N : 
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 

 

1

2
1

1

1

2
1

1

0

m
m А ξ ξ

m F N k N m W ;В
Vm

rm А ξ

m F N k N m W ;В
Vm

rm А ξ

m
m F k N m W ; А ξ .В

V
r

 


 


 


 

        


  



        
 

  



         



 (18) 

У якості складових  F


, F


 сили зовнішнього впливу на 

частинку оброблюваного віброплугом ґрунту виступають відповідні 

сили тяги віброплуга  (вподовж рухомих осей ξ  та η , відповідно), а 

складова F m g


    (де м9 81 2
с

g ,  – прискорення вільного 

падіння), тобто є силою ваги частинки ґрунту. 

Слід зазначити, що наявність останніх членів у правих 

частинах  рівнянь системи (18) дозволяє дещо зменшувати сили тертя, 

викликані передостанніми членами правих частин рівнянь системи 

(18). 

Використовуючи співвідношення (9) за відомих значень x
B

, 

y
B

, z
B

 (12) та 
і

 , 
і

 , 
і
 , і 1,3)( , як функцій часу t, можна легко 

знайти ξ, , ,   , , ζ   й переписати систему рівнянь (18) у 

нерухомій системі координат (X, Y, Z).  Отримані таким чином 
рівняння є сумісними, а тому їх можна розв’язати. 

Висновки: 

1. Для опису руху частинки оброблюваного віброплугом 

ґрунту вподовж його (плуга) рухомої поверхні отримані 

диференціальні рівняння у проекціях на рухомі вісі ( ξ, η, ζ ) та 

нерухомі – декартові вісі (X, Y, Z).  Слід зазначити, що у останньому 

випадку рівняння є більш громіздкими.  Отримані рівняння можна 
розв’язати на ПЕОМ за заданих початкових умов. 

2. Результати даного дослідження можуть бути у подальшому 

використані для уточнення й вдосконалення існуючих інженерних 

методів розрахунку геометричних та кінематичних параметрів 

віброплугів як на стадіях їх проектування (конструювання), так і у 
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режимах реальної експлуатації.  Змінюючи значення параметрів А та m 

можна отримати оптимальні геометричні параметри конструкції 

віброплуга, за яких сила його опору стає суттєво меншою у порівнянні 

зі звичайними плугами. 

3. Змінюючи параметри вібраційного поля А
x

, А
y

, А
z

, ω
x

, 

ω
y

, ω
z

 можна також суттєво зменшити силу тертя часточок 

оброблюваного ґрунту з фрикційною поверхнею віброплуга. 
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У роботі розв’язано задачу оптимізації режиму руху 

грейферного захвата за допомогою прямого варіаційного методу. 

Отримано оптимальний динамічний режим руху гідроциліндра, що 

керує щелепами захвата, який забезпечує мінімум динамічних 

навантажень. 
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