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ИССЛЕДОВАНИЕ РЕЖИМОВ ПУСКА КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 
СИСТЕМ С ДВУМЯ ИНЕРЦИОННЫМИ ВИБРОВОЗБУДИТЕЛЯМИ

Исследована  динамика  прохождения  зоны  резонанса  
вибромашиной  с  двумя  самосинхронизирующимися  дебалансными 
возбудителями,  установленными  на  несущем  теле  с  одной  степенью 
свободы.  Получены выражения  для  вибрационных  моментов  (средних 
значений  добавочной  динамической  нагрузки  на  ротор 
электродвигателя,  вызванной  колебаниями  несущего  тела),  
дополняющие уже известные результаты для колебательной системы с  
одним вибровозбудителем. 
ВИБРАЦИОННАЯ  МАШИНА,  ДЕБАЛАНСНЫЙ 
ВИБРОВОЗБУДИТЕЛЬ,  САМОСИНХРОНИЗАЦИЯ, 
РЕЗОНАНСНАЯ ЗОНА, ВИБРАЦИОННЫЙ МОМЕНТ

Постановка  проблемы. Вибрационные  машины  с 
инерционными  самосинхронизирующимися  вибровозбудителями  – 
грохоты,  конвейеры,  питатели,  мельницы  и  др.  изготавливаются 
значительными  сериями   и  успешно  работают  в  самых  различных 
отраслях промышленности [1, 2]. Основные их проблемы проявляются 
при пуске и выбеге.  В частности, во время разбега при  прохождении 
дебалансным  возбудителем  зоны  резонанса  возможно  “застревание” 
частоты вращения ротора двигателя (если его мощность не завышена) 
вблизи  частоты  собственных  колебаний,  то  есть  проявление  эффекта 
Зоммерфельда. В этом случае в системе могут возникнуть значительные 
колебания  и,  соответственно,  существенно  возрасти  динамические 
нагрузки  на  элементы  конструкции.  Кроме  того,  для  разбега 
дебалансного вибровозбудителя требуется мощность электродвигателя, в 
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несколько  раз  больше  необходимой  для  работы  в  установившемся 
режиме;  к  тому  же,  во  время  пуска  тяжелых  вибрационных  машин  с 
приводом  от  асинхронных  электродвигателей  ударный  пусковой  ток 
отрицательно влияет на питающую электросеть. 

Анализ последних исследований и публикаций. Прохождение 
зоны  резонанса  неуравновешенным  ротором  рассматривалось 
различными методами во многих работах, обзор которых можно найти в 
[1,  3-5].  В  [1,  4]  показано,  что  теоретическое  объяснение  и 
количественное описание известных закономерностей, имеющих место 
при  проявлении  эффекта  Зоммерфельда,  относительно  просто 
получается путем использования метода прямого разделения движений; 
для случая одного инерционного вибровозбудителя, установленного на 
несущем  теле  с  одной  степенью  свободы  наведены  выражения  для 
вибрационного  момента,  действующего  на  неуравновешенный  ротора 
при  прохождении  зоны  резонанса;  в  [7]  –  для  возбудителя, 
установленного на твердом теле с плоскопараллельным движением. 

Цель исследования. Сравнение процессов  прохождения зоны 
резонанса вибромашинами с одним дебалансным возбудителем и двумя 
самосинхронизирующимися  возбудителями,  а  также   улучшение 
динамических и энергетических характеристик таких машин.

Постановка задачи.  Большинство особенностей постановки и 
решения  задач  о  самосинхронизации  механических  возбудителей,  а 
также многие закономерности ее проявления могут  быть выяснены на 
простейшей  системе  –  два  возбудителя  на  несущем  теле  с  одной 
степенью  свободы  (рис.  1).  Несущее  тело  1  (вибрирующий  рабочий 
орган)  считается  твердым  телом,  которое  может  перемещаться  вдоль 
фиксированного направления x . С неподвижным основанием 2 несущее 
тело  связано  системой  упругих  жесткостью  xc  и  демпфирующих 

элементов  с  коэффициентом  вязкого  сопротивления  xβ .  На  нем 
установлено  два  дебалансных  вибровозбудителя  3,  приводимых  во 
вращение независимыми асинхронными электродвигателями 4. 

Рис. 1. – Схема колебательной системы
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Уравнения движения системы запишем в виде

( ) ( ) ( sin cos ),i i i i i i i i i iI L R m x g&& & & &&ϕ ϕ ϕ ε ϕ ϕ= − + +        ( , )i 1 2= ,   (1)

( )sin cos ,x x i i i i i i
i

Mx x c x m
2

2

1

&& &&& &β ε ϕ ϕ ϕ ϕ
=

+ + = +∑             (2)

где x  – координата несущего тела; M  – масса несущего тела; iϕ , – угол 

поворота ротора i -го возбудителя; ,i im ε , iI  – соответственно, масса i -

го возбудителя,  его эксцентриситет и момент инерции;  ( ) ( ),i iL R& &ϕ ϕ – 

вращающий  момент  i -го  двигателя  и  момент  сил  сопротивления 
вращению, g  – ускорение свободного падения.  

Методика исследования.  Для исследования движения роторов 
возбудителей при прохождении зоны резонанса воспользуемся методом 
прямого  разделения  движений  [1].  В  соответствии  с  основной 
предпосылкой  метода  предположим,  что  рассматриваемые  движения 
системы могут быть представлены в виде  i i itϕ ω α= + , ( , )x x t tω= , где 

( )i i tω ω=  –  медленно  изменяющаяся  функция  времени;  iα – 
постоянные, начальные фазы вращения; x – быстрые функции времени, 
причем  они  являются  2π -периодическими  по  tτ ω=  и  их  среднее 
значение  за  этот  период  равно  нулю. Такое  представление  решений 
уравнений системы (1) при исследовании прохождения роторами зоны 
резонанса,  когда  имеет  место  проявление  эффекта  Зоммерфельда,  и, 
соответственно, частота  вращения роторов i

&ϕ  изменяется относительно 
медленно,  представляется  правомерным.  Тогда  в  рассматриваемом 
приближении  несложно  получить  уравнения  медленных  движений 
роторов  возбудтелей  при  прохождении  зоны  резонанса  в  виде, 
полученном в [1]

( ) ( ) ( )i i i iI L R V&ω ω ω ω= − + ,                               (3)

где                                  
/

( ) sini i
i

m
V x t d

2

02
&&

π ωε ωω ω τ
π

= ∫ .                             (4)

Здесь ( )iV ω  – так называемый, вибрационный момент [1]. 
Отметим, при получении уравнения (3) выполнена линеаризация 

выражений ( ) ( ),i i i iL R& &ϕ ϕ ,  как в  [1], вблизи значения i
&ϕ ω=  (где ω  – 

частота “застревания” ротора при разбеге). 
Результаты  исследований.  Пусть  параметры  возбудителей 

одинаковы и они вращаются в зоне резонанса в одном направлении с 
одинаковыми  угловыми  скоростями  и  сдвигом  фаз,  равным  нулю,  то 
есть  i tϕ ω= .  Тогда  с  учетом  (4),  формулу  для  тормозящего 
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вибрационного  момента,  который  действует  на  ротор  каждого  из 
возбудителей при прохождении зоны резонанса, представим в виде 

( ) ( ) sinV V F A Vω ω γ= = − =1 2 1 1 1
1 1
2 2

   (5)

где  i im m2ε ε= ;   i i iF m 2ε ω= ;  i
x

A m
A

MB2 2
ε= = ;    ( )x x xB n

22 21 4λ= − + ; 

x
xn

M2
β

ω
= ;    x

x

pλ
ω

= ;  x
x

c
p

M
= ;  sin x

x

n

B1

2γ = −  .

Здесь  V  –  вибрационный  момент,  полученный  в  [1]  для   случая 
колебательной системы с  одним возбудителем,  имеющим статический 
момент mε . Величина iA  представляет собой амплитуду вынужденных 
колебаний несущего  тела при равномерном вращении    возбудителей, 
описываемых выражением cos( )x A t1 12 ω γ= + .

Таким  образом,  в  случае  привода  вибромашины  от  двух 
синфазно  вращающихся  одинаковых  возбудителей,  максимальная 
динамическая нагрузка на ротор каждого электродвигателя при его пуске 
будет  в  два  раза  меньше,  чем  при  использовании  только  одного 
возбудителя  с  двойным  статическим  моментом,  т.е.  при  той  же 
амплитуде  вынужденных  колебаний.  При  этом,  конечно,  суммарная 
динамическая  нагрузка  и,  соответственно,  необходимая  мощность 
электропривода в обоих случаях одинаковы. 

Пусть  при  тех  же  прочих  условиях  имеет  место  некоторый 
начальный,  небольшой  сдвиг  фаз  1 2 1 2α α α= −  между  роторами 

возбудителей,  т.е.  t1ϕ ω= , t2 1 2ϕ ω α= − .  Заметим,  что  перед  пуском 
электродвигателей  дебалансы  занимают  максимально  нижнее 
вертикальное положение, при этом сдвиг фаз между ними (если он имеет 
место) может быть лишь достаточно малым. 

В  рассматриваемом  случае,  c  учетом  решения  уравнений 

колебаний  несущего  тела  (2)  в  виде  ( )cosx A tω γ= + +1 1  

( )cosA tω γ α+ + −2 2 1 2 ,  (тут  A A1 2= ,   sin sin1 2γ γ= )  и,  принимая  во 

внимание,  что  угол  1 2α  является  малым,  получаем  выражение  для 
вибрационных  моментов,  которые  действуют  на  опережающий  и 
отстающий роторы возбудителей в форме

, ( ) ( )V V1 2
1 1
2

mω = ∆ ,               (6)

где  ctg1 2 1
1
2

α γ∆ = ;      cos
xB

2

1
1λγ −= .
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Отметим,  что  согласно  результатам  моделирования  процесса 
разбега,  “застревание”   скорости  роторов  обоих  возбудителей 
происходит в один и тот же момент времени; в рассматриваемый период 
разбега ротора возбудителя угол 1γ  близок к 900.

Несложно  показать,  что  в  случае,  когда  угловые  скорости 
роторов возбудителей несколько различны между собой, можно прийти 
к предыдущему результату – к выражениям для вибрационных моментов 
в виде (6).

Таким образом, из (6) следует, что в случае малого сдвига фаз 
или  небольшого  различия  между  скоростями  вибровозбудителей,  до 
резонанса  ( ,xpω γ< < 0

1 9 0 )  на  опережающий  возбудитель  будет 
действовать  несколько  больший  вибрационный  момент,  чем  при 
отсутствии  сдвига  фаз,  а  на  возбудитель,  который  отстает  –  немного 
меньший.  После  резонанса  ( ,xpω γ> > 0

1 9 0 )  –  наоборот:  на 
опережающий – меньший, на отстающий – больший. Что естественно, 
отстающий  вибровозбудитель  ощущает  последствия  прохождения 
резонансной  зоны  опережающим  возбудителем  –  при  отстающем 
возбудителе  уже  имеет  место  некоторая  «раскачка»  колебательной 
системы. При этом,  чем значительнее сдвиг фаз между роторами, тем 
заметнее  будет  разница  в  значениях  вибрационных  моментов: 
опережающий возбудитель будет тормозиться все меньше, а отстающий 
–  все  более.  Вследствие  этого  возрастет  амплитуда  резонансных 
колебаний несущего тела и продолжительность переходного процесса.

Обобщая  результаты  на  случай  колебательной  системы  с 
несколькими  степенями  свободы,  можно  сделать  вывод,  что 
взаимосвязанные собственные частоты желательно выбирать близкими 
по  значению,  и,  тем  самым  уменьшить,  последствия  процесса 
«раскачки» системы на разбег возбудителей. 

Представление  вибрационного  момента  (5)  через  амплитуду 
вынужденных колебаний  A  делает очевидным то, что в случае  пуска 
сначала электродвигателя одного возбудителя со статическим моментом 

/m m1 1 2ε ε= ,  резонансный  вибрационный  момент,  который  будет 
тормозить  его  ротор,  окажется  в  два  раза  меньшим, чем  в  случае 

одновременного  пуска  обоих  возбудителей,  т.е.  ( )V V1
1
4

ω = . 

Следовательно, и мощность первого двигателя, выбираемая из условий 
пуска,  может  быть  взята  в  два  раза  меньшей.  К  тому  же,  поскольку 
пускается только один двигатель, пусковой ток в питающей электросети 
будет  существенно  меньшим  (почти  в  2  раза),  чем  в  случае 
одновременного  пуска  обоих  двигателей.  После  выхода  на 
установившийся  режим  движения  первого  двигателя  и  при 
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последующем  включении  второго,  максимальный  момент,  который 

будет тормозить его ротор, также будет иметь величину  ( )V V2
1
4

ω =  (в 

рассматриваемом приближении), т.е. есть будет в два раза меньшим, чем 
в случае одновременного разбега обоих возбудителей. При этом, опять-
таки, поскольку пускается только один электродвигатель, пусковой ток в 
сети будет существенно меньшим, чем при базовом варианте. 

Проведенное аналитическое исследование обнаружило хорошую 
согласованность с результатами численного моделирования (рис. 2, 3) . 
Моделирование  выполнено  в  программной  среде  Maple с  учетом 
динамической модели асинхронного электродвигателя, используемой в 
работе [5]. 

На  рис. 2  продемонстрированы  изменения  во  время  разбега 
моментов  двигателя,  сил  сопротивления  вращению  и  вибрационного 
момента для колебательной системы с одним дебалансным возбудителем 
с  параметрами:  M êã3 3 0= ;  m êã3 0= ;  , ì0 0 44ε = ;  ,I êã ì 20 1 7 2= ⋅ ; 

/õñ Í ì47 5 1 0= ⋅ ;  /x êã ñ1 1 2 0β = ; при этом использовались трехфазные 
асинхронные  двигатели  серии  4А  с  синхронной  частотой  вращения 

/cn î á ì èí1 5 0 0=  мощностью ,P êÂò2 2= .

Рис. 2. – Изменение  во  времени  для  вибромашины  с  одним 
возбудителем:  1  –  моментов  двигателя;  2  –  вибрационного 
момента; 3 – сил сопротивления вращению
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Согласно  приведенным  графикам,  при  прохождении  зоны 
резонанса  ( , ,t c0 1 5 0 4 2= − )  динамическая  нагрузка  на  ротор 
электродвигателя  существенно  возрастает;  так  среднее  значение 
тормозящего вибрационного момента увеличивается приблизительно до 

Í ì2 5 ,  максимальное –  до  Í ì5 8  (обратим внимание,  что  пусковой 

момент  двигателя  составляет  Í ì4 1 ).  Для  вибромашины  с  двумя 

одинаковыми  возбудителями  ( /m m m1 2 2= = ,  /I I I1 2 2= = , 

/P P P1 2 2= = ,  все  остальные  параметры  системы  прежние) 
вибрационные моменты, действующие на роторы двигателей одинаковы 
(рис.  3,  кривые  1,  2  совпали),  при  этом  их  величины  в  сравнении  с 
моментом на рис. 2, уменьшились приблизительно вдвое. 

Из сравнения кривых 1,  2 с кривой 3  (рис.  3) следует,  что в 
случае  пуска  сначала  одного  из  двух  двигателей,  величина 
вибрационного момента уменьшается еще почти в два раза. Так, среднее 
значение  тормозящего  вибрационного  момента  приблизительно 
составляет Í ì6 , максимальное –  всего Í ì1 4 , то есть почти в четыре 
раза  меньше,  чем  для  привода  машины  от  одного  мощного 
электродвигателя.

Рис. 3. – Изменение  во  времени  вибрационных  моментов  для 
вибромашины с двумя возбудителям: 1,2 – при одновременном 
их пуске; 3 – в случае пуска одного из них 
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Рис. 4. – Изменение амплитуды резонансных колебаний несущего тела в 
случае:   1  –  синфазного вращения возбудителей;  2  –  наличия 
сдвига фаз между возбудителями

В  случае  малого  начального  сдвига  фаз  на  опережающий 
возбудитель  в  зоне  резонанса  действует  меньший  тормозной 
вибрационный  момент,  на  возбудитель,  который  отстает  –  больший. 
Увеличение начального сдвига  фаз  (или различия между параметрами 
возбудителей,  двигателей)  приводит  к  увеличению  разницы  между 
значениями  моментов;  при  этом  несколько  возрастает  амплитуда 
резонансных   колебаний  несущего  тела  и  продолжительность 
переходного процесса (рис. 4). 

Выводы.  Установлено,  что  незначительный  сдвиг  фаз,  как  и 
небольшая разница между угловыми скоростями роторов возбудителей, 
приводят  к  ухудшению  процесса  пуска  вибромашин  с 
самосинхронизирующимися возбудителями. Следовательно, наилучшим 
с точки зрения динамики разбега, есть обеспечение равенства скоростей 
возбудителей  и  отсутствие  сдвига  фаз  между  ними;  т.е.  параметры 
возбудителей  и их двигателей должны быть одинаковыми,  а  в  случае 
нескольких  степеней  свободы  колебательной  системы,  желательно 
чтобы возбудители были симметрично расположены. Для таких систем 
взаимосвязанные  собственные  частоты  рекомендуется  выбирать 
близкими  по  значению  для  уменьшения  влияния  последствий 
«раскачки» системы от прохождения возбудителем низшей частоты на 
прохождение  высшей  частоты.  Показано,  что  раздельный  пуск 
двигателей должен заметно снизить их мощность, а также значительно 
уменьшить  пусковой  ток  в  электросети.  Возможность  уменьшения 
мощности  электропривода  и  величины  пускового  тока  являются 
дополнительными  важными  преимуществами  использования  явления 
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самосинхронизации  механических  возбудителей  в  вибрационных 
машинах и устройствах.
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