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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ЗМІШУВАННЯ СИПКИХ 
МАТЕРІАЛІВ У СПІРАЛЬНОМУ ЗМІШУВАЧІ  

 

У статті представлено результати моделювання процесу 

змішування двох сипких матеріалів у спіральному змішувачі. 

Моделювання процесу змішування здійснено на основі аналізу 

можливих випадків переміщення частинок сипких матеріалів 

спіральною робочою поверхнею змішувача та з використанням 

математичного апарата, що розроблений для Марковського 

випадкового процесу.   

МОДЕЛЮВАННЯ, ПРОЦЕС ЗМІШУВАННЯ, СИПКИЙ 

МАТЕРІАЛ, ЙМОВІРНІСТЬ, СПІРАЛЬНИЙ ЗМІШУВАЧ.  

Постановка проблеми. Технології виробництва продукції у 

різних галузях промисловості, зокрема і в агропромисловому 

комплексі, передбачають змішування різних сипких матеріалів з метою 

одержання однорідних за складом сумішей. Спосіб змішування 

компонентів вибирається з врахуванням властивостей сипких 
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матеріалів. Відповідно до обраного способу підбирається конструкція 

змішувача, що забезпечить необхідну якість та склад готової суміші 

без пошкодження компонентів. Математичний опис процесу 

змішування у більшості випадків зводиться до визначення якості 

готової суміші за допомогою методів статистичного аналізу. Розробка 

нових конструкцій змішувачів вимагає створення математичних 

моделей, щоб дозволили обґрунтувати параметри змішувача та 

спрогнозувати ступінь змішування компонентів, тобто якість суміші.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Ґрунтовні 

дослідження процесу змішування сипких матеріалів у змішувачах 

різних конструкцій представлені у наукових працях [1 – 5], більшість з 

яких присвячено обґрунтуванню конструктивних параметрів 

змішувачів. У зазначених наукових працях недостатньо висвітлено 

питання опису процесу змішування сипких матеріалів. Розробка 

конструкції спірального змішувача зумовлює необхідність 

моделювання процесу змішування сипких матеріалів у ньому, щоб 

дозволило обґрунтувати параметри змішувача та встановити якісні 

показники процесу.  

Мета дослідження – проаналізувати переміщення частинок 

сипких матеріалів спіральною робочою поверхнею змішувача та 

змоделювати процес змішування двох сипких матеріалів у спіральному 

змішувачі. 

Результати дослідження. Проаналізуємо можливість 

змішування сипких матеріалів у спіральному змішувачі (рис. 1, е) [6]. 

Для подальшого розгляду приймемо, що потоки сипких матеріалів 

(компонентів суміші) являють собою сукупність окремих частинок, що 

мають однакові фізико-механічні властивості, форму, розміри та масу. 

Потоки сипких матеріалів висотою в одну частинку рухаються вздовж 

спрямовувачів об’єднувача потоку. Після їх сходження зі 

спрямовувачів об’єднувача потоків можливі три випадки: 

1) внаслідок впливу сукупності силових факторів на частинку і 

швидкості частинки під час її сходження зі спрямовувача траєкторія 

руху частинки днищем після сходження зі спрямовувача не перетинає 

поздовжню вісь днища, тобто змішування компонентів не відбувається, 

вони продовжують рух окремими потоками (рис. 1, а); 

2) внаслідок впливу сукупності силових факторів на частинку і 

швидкості частинки під час її сходження зі спрямовувача траєкторія 

руху частинки днищем після сходження зі спрямовувача перетинає 

поздовжню вісь днища, але змішування не відбувається, оскільки 

частинки матеріалів не контактують між собою, тому продовжують 

рухатися окремими потоками (рис. 1, б); 
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3) внаслідок впливу сукупності силових факторів на частинку і 

швидкості частинки під час її сходження зі спрямовувача можлива 

траєкторія руху частинки днищем після сходження зі спрямовувача 

перетинає поздовжню вісь днища, але цього не відбувається внаслідок 

удару (контакту) частинок різних матеріалів, що спричиняє зміну їх 

траєкторії, тому змішування не відбувається, частинки різних 

матеріалів продовжують рухатися далі окремими потоками (рис. 1, в). 

Якщо розглядати не ідеалізовані сипкі матеріали, а реальні, то 

частинки різних компонентів, а також частинки одного компонента 

мають різні фізико-механічні властивості, форму, розміри та масу. 

Внаслідок цього під час руху потоків компонентів спіральним 

змішувачем мають місце усі три випадки, що і забезпечує змішування 

компонентів. Для забезпечення високого ступеня змішування 

компонентів у спіральному змішувачі необхідно обґрунтувати його 

конструктивні і технологічні параметри з врахуванням фізико-

механічних властивостей частинок, їх форми, розмірів та маси. 

Параметри мають бути такими, щоб більша кількість частинок 

компонентів під час руху днищем після сходження зі спрямовувачів 

об’єднувача потоку досягала поздовжньої осі днища. 

Під час змішування сипких матеріалів з різними фізико-

механічними властивостями, формою, розмірами та масою необхідно 

за рахунок обґрунтування відповідних параметрів спірального 

змішувача уникати випадку, коли потік частинок одного компонента 

після сходження зі спрямовувача об’єднувача потоків перетинає 

поздовжню вісь днища, а іншого компонента – ні (рис. 1, г). У цьому 

випадку на етапі проходження компонентами об’єднувача потоків 

відбувається їх змішування (об’єднування), але при виході з робочої 

зони наступного об’єднувача потоків відбувається знову розділення 

компонентів на два потоки, внаслідок різних властивостей і параметрів 

компонентів.  

Змоделюємо процес змішування сипких матеріалів у 

спіральному змішувачі з метою обґрунтування необхідної кількості 

об’єднувачів потоків та розділювачів потоку. Для цього розглянемо 

переміщення вздовж днища спірального матеріалопроводу окремої 

частинки одного з матеріалів (компонентів), приймаючи, що 

переміщення вздовж днища усіх решта частинок двох компонентів, які 

змішуються, буде мати подібний характер. Як було зазначено вище, 

при сходженні частинки матеріалу зі спрямовувача об’єднувача 

потоків можливі три випадки. Приймаємо, що усі три випадки 

рівноймовірні. Тоді ймовірність того, що частинка матеріалу, яка 

сходить з лівого спрямовувача об’єднувача потоків, опиниться на 

лівому спрямовувачі розділювача потоку складає 3/2
.лів

P  (рис. 1, д), 
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а ймовірність того, що частинка матеріалу опиниться на правому 

спрямовувачі розділювача потоків, тобто перетне поздовжню вісь 

днища, складає 3/1
.пр

P . Для математичного опису процесу 

змішування компонентів у спіральному змішувачі, тобто руху їх 

частинок вздовж днища спірального матеріалопроводу, застосуємо 

математичний апарат, що розроблений для Марковського випадкового 

процесу з дискретними етапами і дискретним часом [7].  

 

 
                        а                                б                                в    

    
                 г                                     д                                      е 

 

Рис. 1 – Схеми до пояснення можливих випадків переміщення 

частинок сипкого матеріалу спіралеподібним 

матеріалопроводом: а, б, в, г – випадки переміщення 

частинок різних матеріалів (компонентів) днищем після 

сходження зі спрямовувачів об’єднувача потоків; д – схема 

до визначення ймовірностей переміщення частинки 

матеріалу днищем після сходження зі спрямовувача 

об’єднувача потоків (1 – днище; 2 – перегородка; 3 – 

спрямовувачі об’єднувача потоків; 4 – спрямовувачі 

розділювача потоку; 5 – борти); е – спіральний змішувач   
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Нехай випадковий процес переміщення частинки матеріалу 

днищем (тут мається на увазі випадковий характер переміщення 

частинки після її сходження зі спрямовувача об’єднувача потоків, а 

саме, чи перетне частинка поздовжню вісь днища, чи ні, і, відповідно, 

на якому спрямовувачі розділювача потоку вона опиниться, тобто, 

куди вона буде далі рухатися) полягає у тому, що в послідовні моменти 

часу 
1

t , 
2

t ,…,
k

t  частинка матеріалу знаходиться в деякому стані 
i

S  

( ni ,1 ). Під станом 
i

S  розумітимемо знаходження частинки 

матеріалу на одному зі спрямовувачів (лівому або правому) 

об’єднувачів потоків. Під час переміщення днищем частинка матеріалу  

буде переходити зі стану в стан у моменти часу 
1

t , 
2

t ,…,
k

t . 

Називатимемо ці моменти етапами (кроками) процесу змішування. Ці 

моменти часу відповідають моментам, коли стає зрозумілим, який з 

трьох можливих випадків руху частинки матеріалу матиме місце і, 

відповідно, яким спрямовувачем (лівим чи правим) розділювача потоку 

частинка буде рухатися після сходження зі спрямовувача об’єднувача 

потоків. У проміжку часу між цими моментами частинка матеріалу 

зберігає свій стан, оскільки рухається в одному з двох потоків (лівому 

чи правому) відповідними спрямовувачами (лівим чи правим) 

розділювача потоку та наступного за ним об’єднувача потоків.  

Будемо вважати, що для кожного етапу ймовірність переходу з 

довільного стану 
i

S  в довільний стан 
j

S  не залежить від того, коли і 

як частинка матеріалу набула стану 
i

S , тоді отримаємо випадкову 

послідовність подій, що називається Марковським ланцюгом. 

Зобразимо процес переміщення частинки матеріалу днищем 

спірального матеріалопроводу у вигляді графа станів (рис. 2), де 

частинка матеріалу переходить зі стану в стан у моменти 
1

t , 
2

t ,…,
k

t . 

Таким чином, частинка матеріалу рухаючись вздовж днища 

спірального матеріалопроводу може перебувати в n  станах 
1

S , 
2

S , …, 

n
S  (де n  – кількість спрямовувачів об’єднувачів потоків, що 

розміщені вздовж днища спірального матеріалопроводу, на яких може 

перебувати частинка матеріалу, шт.). Крім того, відомими є 

ймовірності можливих переходів частинки матеріалу зі стану в стан. 

Позначимо через 
ij

P  ймовірність переходу частинки матеріалу зі стану 

i
S  в стан 

j
S . Якщо окремі переходи неможливі, тоді їх ймовірності 

рівні нулю. Матриця перехідних ймовірностей матиме вигляд: 
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inijii

nj

nj

ij
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PPPP

PPPP

PPPP

P
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.........................................
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.........................................

......

......

21

21

222221

111211

.                                (1) 

 

На головній діагоналі матриці (1) знаходяться ймовірності 

того, що частинка не вийде зі стану 
i

S . Сума членів, що знаходяться у 

кожному рядку матриці (1) рівна одиниці. 

Якщо зі стану 
i

S  не виходить жодна стрілка, тоді відповідна 

ймовірність затримки рівна одиниці. Маючи матрицю (1) перехідних 

ймовірностей можна знайти ймовірність станів )(
1

kp , )(
2

kp ,…, 

)(kp
n

після довільного k -го етапу за формулою [7]: 

 
n

j

jiji
Pkpkp

1

)1()( ,    ( ni ,1 ).                         (2) 

 

Розглянемо переміщення частинки матеріалу днищем 

спірального матеріалопроводу на якому встановлено вісім об’єднувачів 

потоків та сім розділювачів потоку (рис. 2, а). Частинка матеріалу 

може перебувати в п’ятнадцяти станах ( 15n ): 
1

S ,
2

S ,…,
15

S . 

Приймемо, що на кожному етапі, при переході частинки матеріалу з 

одного стану в інший, можливі усі три випадки руху частинки після 

сходження зі спрямовувачів об’єднувача потоків, причому вони 

рівноймовірні. 
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          а                                                 б     

Рис. 2 – Схеми до визначення станів частинки сипкого 

матеріалу під час її переміщення спіральним матеріалопроводом: а – 

схема з перехідними ймовірностями між станами частинки матеріалу 

(на схемі представлена розгортка спірального матеріалопроводу); б – 

граф станів частинки матеріалу під час переміщення спіральним 

матеріалопроводом   

 

Відповідно до зазначеного, матимемо граф станів частинки 

матеріалу, що представлений на рис. 2, б. Знайдемо ймовірність 

перебування частинки матеріалу в кожному стані. Для цього складемо 

матрицю перехідних ймовірностей: 
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                     (3) 

 

У початковий момент частинка матеріалу знаходиться в стані 

1
S , тому 1)0(

1
p . Ймовірність станів частинки матеріалу після 

першого етапу береться з першого рядка матриці (3): 

666,03/2)1(
2

p ; 333,03/1)1(
3

p ; 

.0)1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()1()1()1()1(

15141312

11109876541

pppp

ppppppppp
 

Надалі у виразах для визначення ймовірностей станів частинки 

матеріалу складові, які не рівні нулю, будуть підкресленими.  

Ймовірність станів частинки матеріалу після другого етапу: 

0)1()2(
1111

Ppp ; 

0)1()1()2(
2221212

PpPpp ; 

0)1()1()1()2(
3332321313

PpPpPpp ; 
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;555,0
3

1

3

1

3

2

3

2

)1()1()1()1()2(
4443432421414

PpPpPpPpp

 

;444,0
3

2

3

1

3

1

3

2

)1()1()1()1()1()2(
5554543532521515

PpPpPpPpPpp

 

;0)1(

)1()1()1()1()1()2(

666

5654643632621616

Pp

PpPpPpPpPpp
 

;0)1()1(

)1()1()1()1()1()2(

777676

5754743732721717

PpPp

PpPpPpPpPpp
 

;0)1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

888787686

5854843832821818

PpPpPp

PpPpPpPpPpp
 

;0)1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

999898797696

5954943932921919

PpPpPpPp

PpPpPpPpPpp
 

;0)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

1010109109810871076106

5105410431032102110110

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp
 

;0)1(

)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

111111

1011109119811871176116

5115411431132112111111

Pp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

;0)1()1(

)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

121212111211

1012109129812871276126

5125412431232122112112

PpPp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

;0)1()1()1(

)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

131313121312111311

1013109139813871376136

5135413431332132113113

PpPpPp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

;0)1()1()1()1(

)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

141414131413121412111411

1014109149814871476146

5145414431432142114114

PpPpPpPp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

.0)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()2(

151515141514131513121512111511

1015109159815871576156

5155415431532152115115

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp
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На наступних етапах з метою скорочення записів будемо 

записувати лише вирази, в яких ймовірність станів не рівна нулю.  

Ймовірність станів частинки матеріалу після третього етапу:  

;0)3()3()3()3(

)3()3()3()3()3()3()3()3()3(

15141312

11109854321

pppp

ppppppppp
 

;519,0
3

1

9

4

3

2

9

5
)2(

)2()2()2()2()2()3(

666

5654643632621616

Pp

PpPpPpPpPpp

  

.481,0
3

2

9

4

3

1

9

5
)2()2(

)2()2()2()2()2()3(

777676

5754743732721717

PpPp

PpPpPpPpPpp

 

Ймовірність станів частинки матеріалу після четвертого етапу: 

;0)4()4()4()4(

)4()4()4()4()4()4()4()4()4(

15141312

11107654321

pppp

ppppppppp
 

;506,0
3

1

27

13

3

2

27

14
)3()3()3(

)3()3()3()3()3()4(

888787686

5854843832821818

PpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

.494,0
3

2

27

13

3

1

27

14
)3()3()3()3(

)3()3()3()3()3()4(

999898797696

5954943932921919

PpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

Ймовірність станів частинки матеріалу після п’ятого етапу: 

;0)5()5()5()5(

)5()5()5()5()5()5()5()5()5(

15141312

987654321

pppp

ppppppppp
  

;502,0
3

1

81

40

3

2

81

41

)4()4()4()4()4(

)4()4()4()4()4()5(

1010109109810871076106

5105410431032102110110

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

1011109119811871176116

5115411431132112111111

)4()4()4()4()4(

)4()4()4()4()4()5(

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp
 

.498,0
3

2

81

40

3

1

81

41
)4(

111111
Pp  

Ймовірність станів частинки матеріалу після шостого етапу: 

;0)6()6()6()6(

)6()6()6()6()6()6()6()6()6(

15141110

987654321

pppp

ppppppppp
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;5007,0
3

1

243

121

3

2

243

122
)5()5(

)5()5()5()5()5(

)5()5()5()5()5()6(

121212111211

1012109129812871276126

5125412431232122112112

PpPp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

.4993,0
3

2

243

121

3

1

243

122
)5()5()5(

)5()5()5()5()5(

)5()5()5()5()5()6(

131313121312111311

1013109139813871376136

5135413431332132113113

PpPpPp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

Ймовірність станів частинки матеріалу після сьомого етапу: 

;0)7()7()7()7(

)7()7()7()7()7()7()7()7()7(

13121110

987654321

pppp

ppppppppp
  

;5002,0
3

1

729

364

3

2

729

365
)6()6()6(

)6()6()6()6()6()6(

)6()6()6()6()6()7(

141414131413121412

1114111014109149814871476146

5145414431432142114114

PpPpPp

PpPpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

.4998,0
3

2

729

364

3

1

729

365

)6()6()6()6()6(

)6()6()6()6()6(

)6()6()6()6()6()7(

151515141514131513121512111511

1015109159815871576156

5155415431532152115115

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPp

PpPpPpPpPpp

 

Висновки. Високий ступінь змішування компонентів матиме 

місце, якщо компоненти будуть рівномірно розподілятися у двох 

потоках суміші в кінці матеріалопроводу. Це можливо, якщо 

ймовірність знаходження частинки компоненту в кожному з двох 

потоків суміші в кінці матеріалопроводу буде 5,0
.лів

P , 5,0
.пр

P . Як 

показують представлені вище розрахунки, ймовірності знаходження 

частинки матеріалу у двох потоках досягають значень 

5002,0)7(
14.

pP
лів

 та 4998,0)7(
15.

pP
пр

 після сьомого етапу, 

тобто у станах 
14

S  та 
15

S , що відповідають восьмому об’єднувачу 

потоків. Тому у збільшені кількості об’єднувачів потоків у змішувачі 

немає необхідності. Так, якщо необхідно змішати два матеріали зі 

схожими фізико-механічними властивостями, формою, розмірами та 

масою у відношенні 1:1, тоді необхідно на лівий спрямовувач першого 

по ходу матеріалу об’єднувача потоків подати один матеріал ( 1M ), а 

на правий спрямовувач того ж об’єднувача потоків – другий матеріал 

( 2M ). Тоді в кінці матеріалопроводу одержимо лівий і правий потоки 
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суміші матеріалів. Причому, в лівому потоці ймовірність знаходження 

частинок матеріалу 1M  складатиме 5002,0
1.Млів

P , а частинок 

матеріалу 2M  – 4998,0
2.Млів

P . У правому потоці ймовірність 

знаходження частинок матеріалів буде навпаки: для матеріалу 1M  

складатиме 4998,0
1.Мпр

P , а для матеріалу 2M  – 5002,0
2.Мпр

P .  
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