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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ ГУСЕНИЧНОЇ МАШИНИ НА 
ОСНОВІ РІВНЯНЬ ГІББСА-АППЕЛЯ  

 
У статті розглянуто криволінійний рух гусеничної машини на площині. На основі рівнянь Гіббса-

Аппеля сформульовано математичну модель руху гусеничної машини на площині, як механічної системи 
із неголономними в’язями. Побудована система диференційних рівнянь руху гусеничної машини у 
відповідних квазікоординатах, враховує сили зчеплення та опору ґрунту із гусеницями машини як на 
прямолінійних ділянках так і під час її поворотів. Також враховано кути нахилу площини до горизонту 
та курсовий кут машини відносно схилу площини. Отримані залежності між визначеними 
кінематичними параметрами руху гусеничної машини можуть бути ефективно використаними при 
вдосконаленні її систем трансмісії та керування. 

Ключові слова: гусенична машина; неголономна система; рівняння руху; енергія прискорень; 
кутове прискорення. 
 

Вступ 
Постановка проблеми та її зв'язок з 

практичними завданнями. При моделюванні 
роботи окремих внутрішніх механічних систем ГМ 
(системи трансмісії, керування та ін.), що 
рухається по площині, необхідно, спочатку 
побудувати рівняння руху ГМ як цілої, оскільки 
параметри її руху задаються відповідними 
параметрами її внутрішніх підсистем. В 
залежності від поставлених технічних завдань 
щодо моделювання руху ГМ можна вирішувати 
пряму або обернену задачу. Пряма задача полягає 
у визначенні узагальнених координат машини на 
площині в залежності від сил та моментів, 
прикладених до ведучих коліс з боку двигуна та 
трансмісії. Обернена задача, відповідно, полягає у 
визначенні прикладених до ведучих коліс сил та 
моментів, необхідних для забезпечення руху ГМ з 
заданими параметрами. З метою визначення 
оптимальних параметрів трансмісії ГМ доцільно 
розв’язувати обернену задачу, задаючись певними 
параметрами руху ГМ, що обумовлені характером 
виконання нею завдань за призначенням. 

Аналіз робіт, спрямованих на дослідження руху 
ГМ показав, що найчастіше для описання руху ГМ 
на площині використовують відомі рівняння 
Лагранжа 2-го роду в узагальнених координатах 
[1, 5, 9, 10]. Проте, такий підхід зручно 
застосовувати для вирішення прямої задачі, а саме 
моделювання руху ГМ для визначення таких 
параметрів як координати положення машини на 
площині, її курсовий кут, лінійна і кутова 
швидкості та ін. Разом із тим рівняння Лагранжа 
другого роду застосовуються лише для випадків 
голономних механічних систем, що не дозволяє 
розглядати систему “ГМ - площина” як одну 
неголономну механічну систему. Тому, у випадку 
систем із неголономними в’язями, їх необхідно 

замінювати відповідними силами реакції, що може 
значно ускладнювати відповідну математичну 
модель. При розв’язуванні важливих для 
практичних застосувань обернених задач, часто 
немає потреби оперувати усіма узагальненими 
координатами машини на площині, а більш 
зручним є введення так званих квазікоординат у 
яких записуються відповідні рівняння Гіббса-
Аппеля руху неголономної механічної системи [6].  

Тому метою даної роботи є побудова на основі 
рівнянь Гіббса-Аппеля математичної моделі руху 
ГМ на площині як неголономної механічної 
системи. 

Виклад основного матеріалу 
дослідження 

Рівняння Гіббса-Аппеля досить широко 
застосовуються при дослідженні руху 
неголономних механічних систем у робототехніці, 
зокрема для опису руху колісних роботів з двома 
та більше незалежно керованими активними 
колесами (див. наприклад [3, 8]). За певних 
припущень можна розглядати ГМ як візок із двома 
незалежними ведучими колесами (рис.1).  
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Дійсно, гусеничний рушій, натягнутий навколо 
опорних котків, підтримуючих котків, 
направляючого та ведучого колеса можна 
наближено вважати деформованим колесом із 
контактуючою поверхнею у вигляді гусеничної 

Рис.1 Схематичне представлення ГМ у 
вигляді візка із двома незалежними ведучими 

колесами. 
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стрічки (рис. 1). Таке колесо відрізняється від 
коліс так званого візка Чаплигіна [7] відносно 
великою площею контакту із площиною, що 
створюватиме додатковий опір під час повороту.  

Розглянемо схему руху ГМ по площині (рис. 2). 
У випадку повороту ГМ позначимо індексом 1 
відстаючу гусеницю, а індексом 2 забігаючу.  
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Введемо наступні системи координат: xOy – 
основна система координат, у площині якої 
відбувається рух машини, x’O’y’ – рухома система 
координат, точка відліку якої співпадає з центром 
мас машини, вісь x’ направлена вздовж 
повздовжньої осі машини, а вісь y’ – вздовж 
поперечної. При визначенні рівнянь кінематичних 
в’язей неголономної системи “ГМ-площина” 
вважали, що через абсолютне тертя гусениці не 
можуть пробуксовувати відносно опорної площини 
у точках контакту з нею як у повздовжньому так і у 
поперечному напрямках. Окрім того гусениці не 
повинні мати бокового проковзування. Таким 
чином систему рівнянь кінематичних в’язей можна 
представити у вигляді (1). 

вк вк

вк вк

xsin + ycos = 0,

B
xcos + ysin + R = 0,

2
B

xcos + ysin R = 0,
2

  

    


    




 

 

              (1) 

де x, y, – координати центру мас машини,  
    θ – курсовий кут машини,  
    Rвк – радіус ведучого колеса,  
    ωвк – кутова швидкість обертання ведучого 
колеса.  

Однозначно положення такої механічної 
системи “ГМ-площина” можна задати п’ятьма 
узагальненими координатами, а саме: x, y, θ, кут 
провертання лівого – φ1 та правого – φ2 ведучих 
коліс.  

Оскільки загальна кількість кінематичних 
в’язей, накладених на систему “ГМ-площина”, 
рівна трьом, то система має дві ступені вільності, а 
отже її рух можна задати двома рівняннями.  

Для опису параметрів руху ГМ по площині 
введемо наступні квазікоординати: 

22 y+x=   – лінійна швидкість ГМ;  

  =  – кутова швидкість ГМ відносно 
вертикальної осі, що проходить через її центр мас.  

У такому випадку загальний вигляд рівнянь 
Гіббса-Аппеля наступний [4] 

S
= Q




; 


Q=
S


,                         (2) 

де Qv, та Qω – узагальнені сили [4], що 
відповідають введеним квазікординатам системи 
“ГМ-площина”, S – функція енергії прискорень 
[4], яка в даному випадку набуде виду 

    21 2 2 4
гмS = 0,5 Gg v + vω + J ω +ω 

  
 ,(3) 

де G – вага машини, Jгм – момент інерції ГМ 
відносно вертикальної осі, що проходить через 
центр мас машини.  

Після диференціювання функції S у рівняннях 
(2) отримаємо 

v гм ω
Gv

= Q ;    J ω = Q
g


 .                        (4) 

Рис.2 Схема руху гусеничної машини по 
площині. Узагальнені сили Qv, та Qω в нашому випадку 

можна записати як [4]: 
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де P1, P2 – сили тяги по відстаючому та 
забігаючому бортах ГМ, R1, R2 – сили реакції 
ґрунту, B – поперечна база машини, Мс – момент 
сили опору повороту машини при зрізанні ґрунту.  

Розглянемо важливий із практичної точки зору 
випадок руху ГМ на площині, що знаходиться під 
довільним кутом до горизонту. Такий рух ГМ 
реалізується на практиці, наприклад під час її 
повороту на косогорі.  

У такому випадку величини зовнішніх сил та 
моментів реакції ґрунту можна записати як : 

цм
1 п
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c

h Gsin sinGcos
R = f + ,

2 B

h Gsin sinGcos
R = f ,

2 B

GLcos tg sin
M = 1 ,
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            (6) 

де α – кут нахилу площини руху ГМ по 
відношенню до горизонту, hцм – відстань від 
центру мас ГМ до площини її руху, fп – коефіцієнт 
опору тертя кочення гусениці ГМ по ґрунту, μ – 
коефіцієнт опору повороту машини на зрізання 
ґрунту, що визначається за формулою Нікітіна 
А.О. [10] 

  
max

1
пов

=
a + 1 a R B + 0,5





,                  (7) 

де 0,85=a , μmax – коефіцієнт опору повороту, 
визначений для заданого типу ґрунту. 
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На основі табличних даних для відповідного 
типу ґрунту величина fп може бути представлена у 
вигляді емпіричної формули Крилова Л.К. [2] 
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де Rпов – радіус повороту гусеничної машини.   
Тоді, враховуючи представлення (3)-(8) 

рівняння руху ГМ (2) запишемо як  
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Розглянемо обернену задачу визначення сил 
тяги Р1 та Р2, необхідних для здійснення 
криволінійного руху із заданими лінійним та 
кутовим прискореннями v  та ω  відповідно. Для 
цього потрібно розв’язати систему (9) відносно 
шуканих величин Р1 та Р2. Тому перетворимо для 
зручності систему (9) у вигляд  
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Далі, шляхом віднімання та додавання рівнянь 
системи (10) отримаємо шукані вирази для 
визначення сил тяги Р1 та Р2, необхідних для 

здійснення руху із заданими кінематичними 
параметрами v  та ω   

1 1 2 2 2P = 0,5(Q Q ),   P = 0,5(Q Q ),1    

де 1 п
G

Q = + f Gcos
g
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А відповідні їм крутні моменти на ведучих колесах 
визначаються за формулами 
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Висновки й перспективи подальших 
досліджень 

В роботі побудовано математичну модель руху 
ГМ на площині з використанням рівнянь Гіббса-
Аппеля;  

Сформульована математична модель, 
незважаючи на свою відносну простоту, не 
поступається у ефективності математичним 
моделям на основі рівнянь Лагранжа 2-го роду; 

Розроблена математична модель може бути 
ефективно застосована для вирішення завдань 
відбору та оптимізації параметрів трансмісії ГМ. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ГУСЕНИЧНОЙ МАШИНЫ НА ОСНОВЕ 

УРАВНЕНИЙ ГИББСА-АППЕЛЯ 
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2Физико-механический институт НАН Украины, Львов, Украина 
 

В статье на основе уравнений Гиббса-Аппеля сформулирована математическая модель движения 
гусеничной машины (ГМ) на плоскости, как механической системы с неголономными связями. 
Построенная система дифференциальных уравнений движения гусеничной машины в соответствующих 
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квазикоординатах учитывает силы сцепления и сопротивления грунта с гусеницами машины как на 
прямолинейных участках, так и во время её поворотов. Полученные зависимости между определёнными 
кинематическими параметрами движения гусеничной машины могут быть эффективно использованы 
при усовершенствовании систем трансмиссии и управления.  

Ключевые слова: гусеничная машина; неголономная система; уравнения движения; энергия 
ускорений; угловое ускорение. 

 
THE TRACKED VEHICLE MOTION MATHEMATICAL MODEL BASED ON GIBBS-APPELL 

EQUATIONS 
 

1Andrii V. Rudyi 
2Denys V. Rudavskyi (Doctor of Physical and Mathematical Sciences) 

 
1Hetman Petro Sahaidachny National Army Academy, Lviv, Ukraine 

2Karpenko Physico-mechanical institute of the NAS of Ukraine, Lviv, Ukraine 
 

This article is dedicated to the study of the curvilinear motion of tracked vehicles on the plane. Based on 
the Gibbs-Appell equations the mathematical model of the tracked vehicle on the two-dimensional surface has 
been formulated as a mechanical system with holonomic constrains. The constructed system of differential 
equations of tracked vehicle motion in corresponding quasi-coordinates takes into account the soil traction and 
resistance forces at the rectilinear sections, and at its turns. Furthermore, angles to the horizontal plane and the 
machine course angle relative to the slope of plane were also taken into consideration. Obtained dependences 
between the defined kinematic parameters of tracked vehicles can be effectively used for improving its 
transmission and control systems. 

Keywords: tracked vehicle; nonholonomic constraint; motion equation; energy of acceleration; angular 
acceleration.  
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