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У статті розглядається математична модель розповсюдження рідких забруднень у ґрунтах, які 
знаходяться під впливом озброєння і військової техніки у районі ведення бойових дій, та метод її 
реалізації для прогнозування наслідків застосування озброєння і військової техніки для ґрунтів і 
ґрунтових вод. 

Науковою задачею, розглянутою у статті, є врахування під час моделювання особливостей 
середовища та специфіки джерел негативного впливу озброєння і військової техніки. Тому, крім 
отриманої математичної моделі розповсюдження рідини в тріщинувато-пористому середовищі було 
враховано та промодельовано вплив зовнішньої сили, яка спричиняє зміну середовища внаслідок точково-
імпульсних зовнішніх впливів озброєння і військової техніки на ґрунт районів ведення бойових дій. 

Новизною у запропонованій математичній моделі є такі її можливості:  
застосування представленої моделі для дослідження ґрунтової фільтрації у тріщинувато-

пористих, пористих та тріщинуватих середовищах (у залежності від значень фізичних параметрів 
моделі); 

урахування точково-імпульсних зовнішніх впливів на систему; 
використання експертних або статистичних оцінок для коефіцієнтів рівняння, які можуть бути 

розривними функціями. 
Обчислювальна частина математичного моделювання реалізується за допомогою методу, що 

повністю враховує всі її особливості та за допомогою якого досягається мета проведення моделювання. 
Отримані результати дадуть змогу оцінити рівень загрози, а рекомендації, вироблені на їх основі, 
дозволять з’ясувати перелік необхідних заходів, виконання яких допоможе запобігти реалізації цієї 
загрози. 

Ключові слова: математична модель, розповсюдження рідких забруднень, точково-імпульсні 
зовнішні впливи, тріщинувато-пористе середовище. 

 
Вступ 

Під час бойових дій у районі їх проведення 
внаслідок застосування озброєння і військової 
техніки (ОВТ) зростає техногенне навантаження 
на природне середовище. Нині на Сході України 
під впливом вогневого ураження, застосування 
бойової та спеціальної техніки після початку 
Антитерористичної операції суттєво погіршився 
стан ґрунтів та ґрунтових вод [1]. За таких 
обставин відбуваються деградаційні процеси 
складових природного середовища, оскільки 
навіть тоді, коли забруднення ґрунтів має лише 
локальний характер, його проявлення може мати 
глобальний характер і впливати на екологічний 
стан усього регіону. 

Постановка проблеми. Для прогнозів 
екологічних наслідків техногенних навантажень 
(таких як бойові дії, використання бойової техніки 
на полігонах, техногенні аварії та їх наслідки) 
застосовуються методи математичного 
моделювання. При цьому використовують такі типи 
математичних моделей: детерміновані, статистичні, 
змішані (детерміновано-імовірнісні), імітаційні [2]. 
Вважається, що під час дослідження явищ, які 
ґрунтуються на фізичних процесах, перевагу слід 
надавати детермінованим математичним моделям 
перед статистичними оцінками. 

У свою чергу, для задач екологічної безпеки 
використання детермінованих моделей під час 
дослідження геоміграційних процесів входить у 
протиріччя з невизначеністю, яка характерна для 
досліджуваного об’єкта та інформації про нього. 
Невизначеність у такому разі пов’язана з 
недостатнім обсягом інформації про середовище 
та з постійними змінами середовища (що і 
відбувається під час заходів з бойової підготовки, 
проведення операцій (бойових дій)).  

Отже, об’єктивно існує протиріччя між 
зростанням негативних наслідків для території під 
час застосування ОВТ і недосконалістю існуючих 
математичних моделей руху рідини у ґрунті як 
інструментальних засобів для прогнозування 
наслідків бойових дій та обґрунтування 
рекомендацій щодо планування операції (бойових 
дій) з метою зменшення негативного впливу на 
довкілля.  

Аналіз досліджень і публікацій [3–8] 
свідчить, що є такі математичні моделі, які 
описують процеси розповсюдження забруднень у 
ґрунтах: просторово-часова, стаціонарна 
(дискретна), статистична модель розподілених 
тріщин, модель розподіленої мікроструктури. 
Кожна з цих моделей має притаманні лише їй 
недоліки, а загальними є такі: 
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явна залежність від геометричних 
характеристик середовища (розміру та характеру 
розташування тріщин);  

не враховують і не можуть врахувати 
специфіку джерел забруднення, які діють на 
території ведення бойових дій. 

Ці недоліки унеможливлюють застосування 
розглянутих математичних моделей для 
тріщинуватого середовища з урахуванням 
специфіки впливу на ґрунт території ведення 
бойових дій, а отже не дозволяють забезпечити 
достовірність результатів під час моделювання. 
Саме тому мета статті полягає у представленні 
математичної моделі, що описує процес 
розповсюдження рідких забруднень у ґрунті 
району ведення бойових дій та яка з високим 
ступенем точності дає змогу, у відповідності до 
наведеного методу, проводити моделювання 
процесів утворення техногенних полів 
розповсюдження забруднення.  

Викладення основного матеріалу 
дослідження. 

З використанням детерміновано-імовірнісних 
математичних моделей для дослідження процесів 
транспортування забруднень у ґрунтах з’являється 
можливість враховувати як фізичну суть процесів 
дослідження, так і статистичну невизначеність 
параметрів моделі. Тобто, у такій математичній 
моделі потрібно узгодити два досліджувані 
напрямки: опис фізичного процесу фільтрації 
рідини детермінованим математичним рівнянням 
та статистичне задавання значень характеристик 
середовища – внаслідок їх певної невизначеності. 
Крім того, для моделювання процесів 
розповсюдження забруднення на території 
проведення бойових дій математична модель 
повинна враховувати особливості середовища та 
специфіку джерел негативного впливу. 

Так, унаслідок проведення бойових стрільб 
відбувається деформація ґрунту в усіх напрямках 
розповсюдження ударної хвилі. Тому вже на 
глибині до 2 м на території, по якій ведеться 
обстріл, порушується однорідність ґрунту і 
відбувається утворення тріщин, які розділяють 
пористі блоки. На території, по якій проводиться 
інтенсивне багаторазове застосування артилерії, 
відбувається ураження ґрунту до глибини 
підземних вод. Специфіка тріщинуватого 
середовища обумовлена тим, що тріщина – це 
(схематично) дуже вузька щілина, два виміри якої 
у тисячі разів перевищують третій вимір, на 
відміну від пор, де всі розміри одного порядку [9]. 
У результаті цього, навіть за найменшого обсягу 
тріщин у загальному обсязі порожнин у твердому 
тілі, вони можуть здійснювати визначальний 
вплив на характер руху рідини. 

Отже, особливостями, необхідними для 
врахування, є тріщинуватість середовища та 
імпульсно-точковий характер джерел забруднення 
(тобто обмеженість у просторі та відносна 
короткочасність і періодичність впливу бойових 
дій). Таким чином, математична модель процесів 

розповсюдження мігрантів у ґрунті районів 
ведення бойових дій повинна являти собою 
систему диференціальних рівнянь, коефіцієнти 
яких можна буде задавати точно або 
використовуючи результати статистичних 
(натурних) спостережень. 

Процеси розповсюдження рідини в 
геосередовищі описуються за допомогою системи 
показників, яка визначає фільтраційні властивості 
середовища (проникність, пористість, стисливість 
твердого середовища) та фільтраційні властивості 
рідини (щільність та в’язкість). На основі 
використання закону Дарсі, закону збереження 
маси рідини, фізичних властивостей середовища 
щодо динаміки руху рідини була отримана 
математична модель розповсюдження рідини в 
тріщинувато-пористому середовищі, на яке діє 
зовнішня сила f(x, t). Рівняння стану такої моделі 
має вигляд [10]:  
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де k1 – проникність системи тріщин, μ – в’язкість 
рідини. p1 – середній тиск у тріщинах в околі даної 
точки, коефіцієнт η – це нова специфічна 
характеристика тріщинувато-пористої породи, за 

0 , що відповідає зменшенню блоків та 

зростанню ступеня розвиненості тріщинуватості 
породи;  0c0 m

2
 – сумарний коефіцієнт 

стисливості, де β – коефіцієнт стисливості рідини; 

2c – коефіцієнт стисливості блоків; m0 – 

величина пористості блоків за стандартного тиску. 
Одержане рівняння належить до некласичних 

рівнянь математичної фізики. Це рівняння 
псевдопараболічного типу [11]. На відміну від 
параболічних рівнянь, дане рівняння містить 
додатковий член зі змішаною похідною за часом 
та простором. Цей доданок з’явився в рівнянні 
завдяки неоднорідності середовища, в якому 
відбувається обмін рідиною між тріщинами та 
пористими блоками. Розв’язок задачі для рівняння 
в аналітичному вигляді не існує, тому, 
застосовуючи це рівняння як модельне, потрібно 
додатково за допомогою спеціальних методів 
знаходити наближений розв’язок [12]. 

Для розглядуваної в дослідженні задачі, для 
якої найбільш характерними є граничні умови, що 
мають місце у разі контакту водоносного шару з 
відносно малопроникними породами, де 
відбувається вільне перетікання підземних вод, а 
саме: 
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Початкові умови мають класичний вигляд: 

00t1 pp  . (3) 

Для таких псевдопараболічних рівнянь (1) у 
класичному випадку була досліджена задача Коші, 
крайові задачі (2), властивості розв’язків: 
гладкість, поведінка на нескінченності, а в 
роботах [3; 11] проводилось дослідження першої 
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крайової задачі для псевдопараболічного рівняння, 
коли розв’язок розглядається в узагальненому 
розумінні. Також у роботі [13] були досліджені 
властивості псевдопараболічних операторів 
некласичного рівняння математичної фізики і 
підтверджена коректність математичної моделі 
процесу розповсюдження рідини у тріщинувато-
пористому середовищі [11] та доведено існування 
єдиного розв’язку модельного рівняння [14]. 

Кожне джерело забруднення, яке виникає під 
час застосування ОВТ (артилерії, танків, 
спеціальної автомобільної техніки тощо) 
характеризується забрудненням, що розрізняється 
за видами та способами проникнення у ґрунт. 
Тому для кожного з цих джерел функція f(x, t), що 
описує зовнішній вплив на середовище, де 
відбувається процес фільтрації, матиме свій 
вигляд. Визначимо математичний вигляд правої 
частини рівняння стану, характерний для різних 
видів ураження ґрунту під час бойових дій.  

Основним джерелом забруднення під час 
проведення стрільб виступають продукти вибуху, 
що утворюються в результаті розриву снарядів. 
Біля точки вибуху в ґрунті розрізняють три зони: 
стискання, руйнування, струсу. У зоні стискання з 
радіусом у декілька калібрів снаряду ґрунт 
зрушується та ущільнюється. У зоні руйнування 
розповсюджується сильна ударна хвиля, яка 
руйнує зв’язки між часточками ґрунту. Це 
призводить до утворення тріщин, розривів та 
руйнації оборонних споруд. У зоні струсу ударна 
хвиля буде ослаблена і викличе тільки коливання 
часточок ґрунту, що також призводить до 
утворення тріщин. 

Такі впливи на ґрунт, які завдаються під час 
стрільб, мають імпульсно-точковий характер. По-
перше, вони досить короткочасні за своєю дією 
порівняно з часом перебігу процесу фільтрації 
(який може займати декілька місяців або навіть 
років). По-друге, вони обмежені за місцем впливу, 
площа якого значно менша за територію, на якій 
відбувається процес розповсюдження 
забруднення. Зовнішнім впливам такого характеру 
адекватно відповідають математичні моделі, які 
мають коефіцієнтами або правою частиною 
рівняння стану розривні функції чи узагальнені 
функції типу -функції. Таким чином, права 
частина рівняння має такий вигляд: 


 


N

1i

M

1j
ijji )x,t()xx()tt()t,x(f        (3) 

де ti – момент впливу; xj – координата 
розташування джерела впливу; φij – інтенсивність 
впливу. 

Пошук наближеного розв’язку модельного 
рівняння для прогнозування розповсюдження 
забруднення складається з таких етапів: 

1) за допомогою вхідних даних формується 
задача Коші  
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 1jj })x({  – ортонормований базис в L2(Q), 

який складається з функцій, що належать 
позитивному простору Wгр і є поліномами 
Лежандра; функція gij(t) – розв’язок задачі Коші; 

2) для задачі Коші шукається розв’язок із 
використанням існуючих методів пошуку 
наближеного розв’язку для звичайних 
диференціальних рівнянь; 

3) оскільки під час дослідження властивостей 
псевдопараболічних операторів некласичного 
рівняння математичної фізики була підтверджена 
коректність модельного рівняння [10] та доведено 
існування його єдиного розв’язку [14], то 
наближеним розв’язком задачі  

fBuAuuLu tt                      (5) 

з умовами 

 










n

1j,i
xxijtxij

0t

0n u)x(Bu)x(A

,0u

ijj

      (6) 

є функція u(t,x)Q={(0,T)}, Rn, що 
задовольняє рівнянню 





n

1j
jijn,i . 1,2,...i  ),x()t(g)x,t(u           (7) 

Для кожного з цих етапів існують комп’ютерно 
реалізовані алгоритми (наприклад, у 
математичному пакеті MatLab), що дає змогу 
здійснити математичне моделювання 
(обчислювальний експеримент) для прогнозування 
процесу розповсюдження рідких забруднень у 
тріщинувато-пористому середовищі. Такий 
експеримент схематично зображений на рис. 1. 
Метод його проведення складається з таких етапів: 

І. Підготовчий етап.  
1. Проведення геогідрологічної схематизації 

визначеної території. Визначення основних 
геологічних параметрів та характеристик 
середовища розповсюдження забруднення.  

Результатом виконання першого етапу є 
значення вхідних параметрів для математичної 
моделі: пористість середовища, проникність 
середовища, коефіцієнт стискання та коефіцієнт 
тріщинуватості. Для цього використовуються 
наявні бази даних (наприклад, якщо була 
проведена паспортизація території). За відсутності 
таких даних і наявності часу та необхідних умов 
потрібно здійснити огляд території, визначити 
структуру і товщину шарів ґрунту, рівень 
підземних вод, метеорологічні умови (можливість 
великих опадів, загальний об’єм опадів за 
відповідний період). Під час огляду можна 
використовувати польові експертизи (за наявності 
експерта) або відібрати проби ґрунту для 
подальшого стаціонарного визначення потрібних 
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параметрів. Такий підхід зазвичай застосовують 
для полігонів, які є можливість спостерігати 
протягом багатьох років, а потім отримані 
результати застосовувати для подібних умов 
території проведення операції (бойових дій). 
Отримані характеристики порівнюються з даними, 
наведеними у фільтраційних таблицях для 

вказаного типу середовища. Параметрами для 
застосування математичної моделі можна взяти 
середні значення характеристик, отриманих у 
результаті експертизи, та табульованих значень 
параметрів, оскільки розв’язок модельного 
рівняння є стійким відносно коефіцієнтів 
рівняння [14].  

 

 

Рис. 1. Схема методу проведення моделювання процесу розповсюдження рідких забруднень у 
ґрунтах районів ведення бойових дій  

2. Створення схематичної карти території із 
зазначенням координат розташування джерел 
забруднення (ОВТ), осередків їх впливу (уражених 
об’єктів, траєкторій пересування тощо), 
визначення їх геометричної форми. Для полігонів, 
враховуючи, що місце розташування навчальних 
об’єктів не змінюється протягом декількох 
десятиліть, даний етап можна провести один раз, а 
отримані дані занести у створену базу даних. Для 
інших територій, особливо на яких розташовані 
об’єкти критичної інфраструктури, дані про стан 
території треба поновлювати після кожного 
негативного проявлення техногенного впливу. 

ІІ. Визначення характеристик джерел 
забруднення на території застосування ОВТ. 

Згідно плану бойових дій для кожного об’єкта 
ураження визначається тип та кількість озброєння 
та військової техніки, що буде задіяна. Відповідно 

до формули (3), проводиться розрахунок викидів 
забруднення на території кожного об’єкта 
ураження. Вихідним результатом тут є значення 
інтенсивності, моменти зовнішніх впливів. 
Наприклад, на полігонах цей етап необхідно 
проводити раз на місяць або кожний раз перед 
проведенням повномасштабних польових навчань. 
Для прогнозування ситуації у ході бойових дій цей 
етап проводиться для кожної доби відповідно до 
плану застосування військ (сил) або для кожної 
операції окремо, особливо якщо є загроза 
руйнування об’єкта критичної інфраструктури, а 
отже безпосередня додаткова загроза ураження 
особового складу та техніки, що може вплинути на 
результат операції (бойових дій), а також 
цивільного населення. 

ІІІ. Проведення моделювання за допомогою 
комп’ютерно реалізованих алгоритмів для 

Зміни у плані 
бойових дій 

Результати 
польових 
досліджень

Таблиці 
характеристи

База даних  
умов території 
ведення б/д 

Опрацювання та підготовка 
характеристик геосередовища: 

k, m, η, β, μ, ρ 

За планом 
бойових дій: 

ti, xi, φi 

Дані для моделі: 

Математичне моделювання 

ГІС-система 

База знань

Аналіз результатів 
обчислювального 
експерименту 

Здійснення  
(можливість здійснення) 
реабілітаційних заходів 

Виконання плану 
бойових дій 

Експертна система 

Вироблення пропозицій 
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прогнозування динаміки розповсюдження 
забруднень у часі на території застосування ОВТ і 
навколо неї з використанням запропонованої 
математичної моделі та розробленого методу 
знаходження наближеного розв’язку рівняння 
стану математичної моделі [12].  

Отримані результати дадуть змогу оцінити 
можливість загрози порушення екологічного стану 
зони навколо кожного військового об’єкта або 
об’єкта ураження території проведення бойових 
дій та прилеглих територій. 

IV. На основі результатів застосування 
математичної моделі виробляються пропозиції 
щодо плану проведення бойових дій, застосування 
зразків ОВТ з метою уникнення незворотних 
наслідків ураження довкілля, негативного впливу 
додаткових факторів на особовий склад та 
цивільне населення.  

Якщо відбуваються зміни у плані операції 
(бойових дій), необхідно провести моделювання з 
урахуванням внесених змін. У разі моделювання 
заходів з бойової підготовки на полігоні необхідно 
внести до плану перелік необхідних заходів для 
уникнення виходу забруднення за межі 
військового полігону та проведення 
реабілітаційних заходів навколо навчальних 
об’єктів. 

V. Отримані під час дослідження результати 
чисельного експерименту (під час моделювання 
різних ситуацій) можна використовувати для 
обґрунтування рекомендацій щодо розроблення 
планів застосування військ (сил), ОВТ та для 
проведення навчань на територіях з відповідними 
характеристиками.  

Суттєвим питанням розповсюдження рідких 
забруднень у тріщинувато-пористому середовищі 
є розподіл геофільтраційних параметрів та їх 
значення в кожній точці області моделювання. 
Досить часто під час моделювання геоміграційних 
процесів, особливо за відсутності можливості 
одержати надійну геогідрологічну інформацію про 
об’єкт, обмежуються даними про фізичні 
параметри, що наведені в літературі, або 
результати в деяких точках апроксимують на всю 

область задачі. Враховуючи показану в [14] 
стійкість розв’язку відносно коефіцієнтів рівняння, 
такі результати дають змогу швидко і, водночас, 
принципово визначити техногенне навантаження 
від воєнно-техногенних впливів на ґрунт та 
підземні води, а також спрогнозувати можливий 
вплив джерела забруднення на інші об’єкти.  
Висновки й перспективи подальших 

досліджень. 
Отже в матеріалах статті представлена 

математична модель розповсюдження рідких 
забруднень у ґрунті району ведення бойових дій та 
метод її реалізації для прогнозування наслідків 
застосування ОВТ для ґрунту і ґрунтових вод, а 
саме: 

1. Запропоновано використовувати 
математичну модель ґрунтової фільтрації із 
розривною правою частиною для прогнозування 
зони розповсюдження рідких забруднень. 

2. Вихідними даними для моделювання 
(проведення обчислювального експерименту) є 
параметри засобів вогневого ураження, 
характеристики ґрунтів та забруднюючих речовин. 

3. Математичне моделювання для 
прогнозування наслідків застосування ОВТ 
пропонується використовувати на етапі планування 
вогневого ураження з метою з’ясування розмірів 
зони ураження для співставлення з інформацією 
про глибину розташування ґрунтових вод та 
прийняття рішення на мінімізацію негативних 
наслідків для довкілля, цивільного населення, 
особового складу та техніки.  

Таким чином, обчислювальна частина 
математичного моделювання реалізується за 
допомогою методу, що враховує всі особливості 
розробленої моделі та за допомогою якого 
досягається мета проведення моделювання. 
Отримані результати дадуть змогу оцінити рівень 
загрози розповсюдження рідких забруднень у 
ґрунтах районів ведення бойових дій, а 
рекомендації, вироблені на їх основі, дозволять 
з’ясувати перелік необхідних заходів, виконання 
яких допоможе запобігти реалізації цієї загрози. 
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МЕТОД ЧИСЛОВОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЦЕСА РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЖИДКИХ 

ЗАГРЯЗНЕНИЙ В ГРУНТАХ РАЙОНОВ ВЕДЕНИЯ БОЕВЫХ ДЕЙСТВИЙ 
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В статье рассматривается математическая модель распространения жидких загрязнений в 
грунтах, которые находятся под воздействием вооружения и военной техники в районе ведения боевых 
действий, и метод её реализации с целью прогнозирования последствий применения вооружения и 
военной техники для грунтов и грунтовых вод. 

Научной задачей, рассмотренной в статье, есть учитывание во время моделирования 
особенностей среды и специфики источника отрицательного воздействия вооружения и военной 
техники. Поэтому, кроме полученной математической модели распространения жидкости в 
трещинно-пористой среде было учтено и промоделировано воздействие внешней силы, которая 
способствует изменению среды вследствие точечно-импульсных внешних воздействий вооружения и 
военной техники на грунт районов ведения боевых действий. 

Новизной в предложенной математической модели есть такие её возможности:  
применение представленной модели для исследования грунтовой фильтрации в трещинно-

пористой, пористой и трещинной средах (в зависимости от значений физических параметров модели); 
учитывание точечно-импульсных внешних воздействий на систему; 
использование экспертных или статистических оценок для коэффициентов уравнения, которые 

могут быть разрывными функциями. 
Вычислительная часть математического моделирования реализуется с помощью метода, 

который полностью учитывает все особенности модели и применением которого достигается цель 
проведения моделирования. Полученные результаты дадут возможность оценить уровень угрозы, а 
рекомендации, разработанные на их основе, позволят выработать перечень необходимых мероприятий, 
выполнение которых поможет предупредить эту угрозу. 

Ключевые слова: математическая модель, распространение жидких загрязнений, точечно-
импульсные внешние воздействия, трещинно-пористая среда. 
 
CALCULABLE EXPERIMENT METHOD OF LIQUID CONTAMINATIONS DISTRIBUTION IN SOILS 

OF MILITARY OPERATIONS CONDUCT ZONE 
 

Yuliya S. Turovets  
 

Central Scientific Research Institute of UA Forces, Kyiv, Ukraine  
 

In the article considered the mathematical model of liquid contaminations distribution in soils under the 
influence of weapon and military technique in zone of military operations conduct. The article also concerns 
method with realization this model for forecasting of consequences of weapon and military technique using for 
soils and groundwater. 

Scientific task that examine in the article is taking into account at the design the environment features and 
specific of sources of weapon and military technique negative influence. Therefore except got mathematical 
model of liquid distribution in permeable-fractured environment it was taken into account and conceptualized 
the influence of external force that caused change of environment consequent on point-impulsive external 
influence of weapon and military technique on soil of military operations conduct zone. 

Possibilities enumerated below are novelty in offered mathematical model: 
application of the presented model for research of the ground filtration in permeable-fractured, 

permeable and fractured environments (according to model physical parameters values); 
taking into account of point-impulsive external influences on system; 
using of expert or statistical estimations for equation coefficients, that could be discontinuous functions. 
Computation part of mathematical design realizes by means of procedure that entirely takes into account 

all it features and the goal of design realization achieves by using of this method. Received results enable to 
estimate threat level and recommendations worked out on the ground of these results make possible to determine 
the list of essential measures implementation of which help to prevent of realization of this threat. 
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