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УДОСКОНАЛЕНИЙ НАУКОВО-МЕТОДИЧНИЙ АПАРАТ ДЛЯ
МОДЕЛЮВАННЯ НЕЗБУРЕНОГО РУХУ КОСМІЧНИХ АПАРАТІВ

У статті систематизовано та вдосконалено відомий науково-методичний апарат для моделювання
незбуреного руху космічних апаратів (КА) у прикладних завданнях як на етапах створення космічних
систем (КС), так і під час їх цільового застосування. Значно розширено математичний апарат для мо-
делювання просторо-часового положення КА за рахунок модифікацій базових векторів. Аналітичні ви-
кладки доповнено переходами між векторами за допомогою оригінальних гіперграфів, що суттєво
спрощує процес моделювання. Наведено методики перерахунків одних елементів орбіт в інші, розкрито
підхід до розв'язку трансцендентного рівняння Кеплера методом ітерацій. Запропоновано алгоритм
переходу від безперервних функцій польотного часу до їх дискретної форми.
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Вступ
Відомо, що на етапах розроблення та цільового

застосування КС математичне моделювання як
інструмент їх дослідження відіграє ключову роль,
оскільки “замінює”  ще не створені КС або “на-
ближує”  до персоналу вже існуючі віддалені кос-
мічні засоби, що функціонують у складних умовах.

Особливо ефективним видається моделювання
орбітального руху КА,  оскільки для цього існує
добре відпрацьований математичний апарат, а та-
кож використовуються макети, посібники, кінцеві
формули, готові програмні продукти та ін.

При цьому традиційно вважається, що в першу
чергу варто досліджувати збурений (тобто реаль-
ний) орбітальний рух КА, оскільки природно він
відбувається у багатофакторному просторі зі слаб-
ко передбачуваними параметрами і випадковими
процесами. І це насправді так.

Однак з методичного погляду простіше, а іноді
і достатньо спочатку вивчити або дослідити незбу-
рений (ідеальний) рух КА, а далі враховувати збу-
рювальні фактори та їх вплив на орбітальний рух у
цілому. З огляду на останнє зауваження дана стат-
тя орієнтована якраз на незбурений орбітальний
рух як основу для подальших досліджень реальних
КС та процесів у них.

Постановка проблеми. Оскільки в теперішній
час теорія незбуреного руху достатньо вивчена, то
наслідком цього є добре розвинутий відповідний
математичний апарат. Але, на жаль, він розосере-
джений у різних джерелах, має різну семантику, не
завжди пристосований для моделювання та аналі-
тичних розрахунків у реальних умовах.

Через це існує певне протиріччя між зростаю-
чими об'ємами математичних викладок теорії ор-
бітального руху та обмеженими можливостями
щодо їх практичного використання. Крім того,

потребує вдосконалення або розроблення сама
методика розрахунків, оцінювання отриманих ре-
зультатів та прийняття відповідних рішень.

У зв’язку з цим метою статті є систематиза-
ція та вдосконалення відомого науково-
методичного апарату для моделювання незбурено-
го руху КА як передумови подальших досліджень.

Огляд останніх досліджень і публікацій. Пи-
танням моделювання орбітального руху КА прис-
вячено значну кількість сучасних наукових робіт
[1–9]. Але в них тільки вибірково висвітлюється
застосований математичний апарат або не приво-
диться взагалі.  Більшість із цих робіт мають вузь-
ко спрямоване застосування або вирішують тільки
окремі специфічні завдання. У ряді зарубіжних
розробок [8, 9] акцент зроблено на порядок їх ви-
користання без наведення математичних моделей.

Викладення основного матеріалу. У загаль-
ному випадку для опису (моделювання) просторо-
во-часового положення КА при їх незбуреному
русі використовують вектор орбітальних парамет-
рів або вектор кеплерових елементів еліптичної
орбіти вигляду [10, 11]:

{ }Пt,,i,,e,a Ww=0R , (1)
де а  і е  – велика піввісь і ексцентриситет еліпса
(розміри і форма орбіти);

w , і , W  – аргумент перигею, нахилення та іне-
рціальна довгота висхідного вузла (ВВ) орбіти;

Пt  – момент знаходження КА в перигеї орбіти.
Але на практиці [12]  найчастіше розміри і фо-

рму орбіти первісно описують через висоту її апо-
гею АН  та перигею ПН . Тому велика піввісь елі-
птичної орбіти обчислюється  (рис. 1) як [10]

( ) ( )зПАПA R2НН5,0rr5,0a ++=+= , (2)
де АзA НRr +=  –  відстань від центра Землі до
апогею орбіти А ;
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ПзП НRr +=  –  відстань від центра Землі до
перигею орбіти П ;

км6371Rз =  – середній радіус Землі.
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Рис. 1. До визначення елементів орбіти

Для розрахунків ексцентриситету можна ко-
ристуватись залежностями [10]
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де 0ООс =  – половина міжфокусної відстані еліп-
са орбіти.

Отже,  як видно із аналізу виразів (2)  і (3),  за-
мість класичного вектора (1) можна користуватись
модифікованим вектором, більш пристосованим до
реальних задач:

{ }ППА t,,i,,Н,Н Ww=¢0R , (4)
Більше того, розміри і форму орбіти можна ха-

рактеризувати комплексним показником – фока-
льним параметром:

( )2е1ар -= . (5)
Враховуючи (5), можна запропонувати ще один

модифікований вектор орбітальних параметрів:
{ } { }ПП t,,i,,е,рt,,i,,р,а Ww=Ww=¢¢0R . (6)

Вектор (6) менш зручний для практики, оскіль-
ки фокальний параметр (5), що входить до його
складу, має меншу інформативність порівняно з
парою його компонентів { }е,а  внаслідок їх “згор-
тання” через арифметичні операції над ними. Тому
виникає потреба доповнювати його одним із своїх
же компонентів.

Із формул (2), (3) та (5) можна отримати і такі
співвідношення, придатні для моделювання еліп-
тичних орбіт при незбуреному русі КА:

( ) ( )е1/ре1аrА -=+= ;
( ) ( )е1/ре1аrП +=-= ;

(7)

е1
еR2

е1
е1НН зПА -

+
-
+

= ;

е1
еR2

е1
е1НН зАП +

-
+
-

= ,
(8)

причому формули (8) оприлюднюються вперше.
Поряд з висотами орбіт на практиці часто ви-

користовують сидеричний період обертання КА,
який однозначно обчислюється за формулою [10]

0
3 /а2Т mp= , (9)

де 23
0 с/км398602=m  – гравітаційний параметр

Землі.
Із сидеричним періодом однозначно пов’язана

середня кутова швидкість КА,  названа в теорії
польоту середнім рухом КА, який для еліптичних
орбіт обчислюється за формулою

3
0 a/Т2n m=p= . (10)

Тому вектор (1) можна подати як
{ } { }ПП t,,i,,e,nt,,i,,e,Т Ww=Ww=¢¢¢0R . (11)

Теоретично в разі 0е =  говорять про колові
орбіти, але на практиці скоріш за все використо-
вують майже колові орбіти, коли 0е » , внаслідок
чого із залежностей (5) та (7)–(10)  отримаємо ряд
прикладних формул:

оПА ННН »» ;

зooПA RНrrr +»»» ;
рrRHa oзo »»+» ;

0
3
oо /r2Т mp= ; 3

o0оо rТ2n m=p= .

(12)

Крім того, оскільки у колових орбіт не існує
апогею і перигею, то аргумент перигею w  у складі
векторів (1), (4) та (6) втрачає смисл, а замість мо-
менту Пt  слід використовувати момент перети-
нання КА площини екватора Wt .

В таких ситуаціях достатньо користуватись
модифікованим вектором

{ }WW»= t,,i,0е,НоoR . (13)
Якщо колова орбіта пряма приекваторіальна

( 0»і ), що можна подати логіко-аналітичним ви-
разом:

( ) ( ) 10i0е =»Ù» ,
то втрачають смисл інерціальна довгота ВВ W  і
момент часу Wt .  Натомість для визначеності мо-
жна використовувати географічну довготу КА як
функцію польотного часу tl , який відносно конк-
ретного спостерігача являє собою місцевий або
всесвітній час.

Тоді вектор (13) набуває вигляду
{ }tо ,0i,0е,Н l»»=ooR . (14)
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І, нарешті, у разі стаціонарних орбіт висота ко-
лової екваторіальної орбіти км35800Но » , тому
виконується умова [11]:

( ) ( ) ( ) 135800Н0i0е о =»Ù»Ù» .
У цьому випадку КА залишається нерухомим

відносно обертової Землі, “зависаючи” на геогра-
фічній довготі 0l , а вектор (14) перетворюється
до вигляду

{ }0tо ,0i,0е,35800Н l»l»»»=стR . (15)
На основі такого підходу можна отримати ряд

інших векторів, які однозначно описують незбуре-
ні орбіти КА та зручні для практичного застосу-
вання.

Поряд з вектором кеплерових елементів (1) та
його модифікаціями (4), (6) та (11) використову-
ють й інші вектори,  які комплексно характеризу-
ють параметри орбіти та параметри орбітального
руху КА. Одним із них є вектор [10,11]

( ) ( ) ( ) ( ){ }i,,tu,t,tV,tr Wq=tR , (16)
де ( )tr  і ( )tV  – поточні модулі радіуса-вектора КА
та його лінійної швидкості (рис. 2);

( )tq  і ( )tu  – поточні кут місцевого горизонту
та аргумент широти КА;

t  – польотний час КА, відлік якого ведеться від
моменту Пt .

Радіус-вектор КА ( )trr =  з’єднує центр Землі і
центр мас КА. Модуль радіуса-вектора змінюється
у межах АП rrr ££ , а його поточна величина ви-
значається із рівняння орбіти у полярних коорди-
натах:

( ) ( )tcose1
ptr

J+
= , (17)

де ( )tJ  – істинна аномалія КА (див. далі).
Для колових орбіт при 0е »  із формули (17)

одержимо ( ) .constaprtr о ====

( )tq

( )tV

( )tVr

( )tV^

w

( )tJ

( )tu

( )tr

А

П

Площина
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О

Рис. 2. Зв’язок між параметрами орбітального руху

Лінійна швидкість КА ( )tVV =  являє собою
швидкість поступального руху центра мас КА у
площині орбіти відносно інерціального простору.

Цей вектор завжди спрямований по дотичній до
орбіти у точці знаходження КА (див. рис. 2).

Модуль лінійної еліптичної швидкості КА ви-
значається як [10]

( ) ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-m=

a
1

tr
2tV 0 . (18)

Формула (18) універсальна, оскільки вона при-
датна і для колових орбіт як часткового випадку
еліптичних. Якщо КА рухається по коловій орбіті з
радіусом оrar == , то із рівняння (18) одержимо
формулу для його лінійної колової швидкості:

.сonstr/V о0о =m= (19)

Радіальна складова ( )tVV rr =  являє собою
проекцію вектора лінійної швидкості КА на його
радіус-вектор r . Вона характеризує швидкість
зміни модуля (довжини) радіуса-вектора КА і мо-
же бути обчислена за формулою [10]

( ) ( )tsine
р

tV 0
r J

m
= . (20)

Як випливає із цього виразу, для еліптичних
орбіт радіальна швидкість може бути додатною
(КА віддаляється від центра Землі), від'ємною (КА
наближається) або такою, що дорівнює нулю (КА
перебуває в апогеї або перигеї).

Максимального значення модуль радіальної
швидкості досягає у точках Р  та Р¢  (див. рис. 1),

тобто при ( ) 1tsin ±=J  або o90=J  і o270=J¢ .
Для колових орбіт ( 0е » ) завжди виконується
умова 0Vr » .

Трансверсальна складова ( )tVV ^^ =  –   це
проекція вектора лінійної швидкості КА на лінію
місцевого горизонту  (перпендикуляр до радіаль-
ного напрямку). Вона завжди більше нуля, харак-
теризує швидкість поступального переміщення
кінця радіуса-вектора під час руху КА та обчис-
люється як [10]

( ) ( )[ ]tcose1
р

tV 0 J+
m

=^ . (21)

 Для еліптичних орбіт в апогеї і перигеї транс-
версальна швидкість дорівнює лінійній швидкості
КА в цих же точках. Для колових орбіт (при 0е » )

0Vr » ; constVV »»^ .
Як видно із рис.  2,  на еліптичних орбітах для

будь-якого моменту часу справедливі такі співвід-
ношення:

q= sinVVr ; q=^ cosVV ;

22
r VVV ^+= .

(22)

У цих формулах ( )tq=q  – кут місцевого гори-
зонту – кут нахилення вектора лінійної швидкості
до місцевого горизонту, відлічуваний за годинни-
ковою стрілкою.

Як випливає із формул (22), поточні значення
цього кута

( ) ( ).V/VarccosV/Varcsin r ^==q (23)
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Кут місцевого горизонту може отримувати до-
датні значення (при віддаленні КА від центра Зем-
лі), від'ємні (при наближенні КА), а також нульові
в апогеї і перигеї орбіти.  Із виразу (23)  видно та-
кож, що для колових орбіт кут ( ) 0t »q .

Аргумент широти КА ( )tuu =  являє собою
поточне кутове положення КА у площині орбіти,
відлічуване від площини екватора Землі по ходу
орбітального руху КА. Його можна знайти через
аргумент перигею w  та істинну аномалію КА

( )tJ=J  як
( ) ( )ttu J+w= . (24)

Істинна аномалія КА ( )tJ=J  теж являє собою
кутове положення КА у площині орбіти,
але відлічуване від точки перигею орбіти по ходу
орбітального руху КА.  Її можна знайти через екс-
центричну аномалію КА ( )tЕЕ =  як

( ) ( )
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

=J
2
tЕtg

e1
e1arctg2t . (25)

Ексцентрична і середня аномалії пов’язані між
собою рівнянням Кеплера, що явно описує елемен-
ти орбіт і параметри руху КА в часі у вигляді

( ) ( ) ( )tМtЕsinetE =- , (26)
де ( )tMМ =  –  середня аномалія КА,  яку можна
обчислювати через середній рух n  та польотний
час КА t  відносно моменту його перебування в
перигеї Пt  як

( ) ( )ПttntM -= . (27)
Із викладеного випливає, що вектори (1) та (16)

однозначно пов’язані між собою, наочно опису-
ють просторово-часове положення КА, мають зро-
зумілий геометричний смисл і через це широко
застосовуються при вивченні теорії орбітального
руху та проведенні наукових досліджень.

Однак на практиці найбільш вживаним є підхід
до просторово-часового опису КА за допомогою
TLE-файлів (Two-Line Element set – дворядкові
елементи), які можна знайти за  адресою:
http://celestrac.com/NORAD/documentation/tle-
fmy.htm [13, 14].

Приклад реального TLE-файла наведено у
табл.  1, його структуру подано у табл.  2, а семан-
тику вживаних позначень можна знайти в [10].

Таблиця 1
Реальний TLE-файл з казахського КА KAZEOSAT 1

KAZ 1
1 39731U 14024A   17104.79072753  .00000003  00000-0  14338-4 0  9993
2 39731  98.4208 184.7429 0001376  91.2441 268.8898 14.42003118155755

Таблиця 2
Структура TLE-файлів

Назва КА (не більше 24 символів)
1 ССССС U YY№№№A DDDDD.dddddddd .GGGGGGGG PPPPPP-P QQQQQQ-Q   0 SSS Z
2 ССССС iii.iiii WWWWWWW. eeeeeee wwwwwww. MMM.MMMM NN.NNNNNNNN OOOOO Z

Аналіз змісту TLE-файлів показує, що із їх
складу можна виділити лише ті параметри, які
подібно векторам (1) та (2) характеризують прос-
торово-часове положення КА:

{ }QwW= ,N,M,,e,,i,tDtleR , (28)
де Dt  – епоха � момент часу, в який сформовано
даний TLE-файл;

М  – середня аномалія КА на момент Dt ;
N  – середньодобовий рух КА (кількість витків

орбіти за добу);
{ }D=Q ,O,P,G  – решта даних (перша G  та

друга P  похідні від середньодобового руху, кіль-
кість витків на епоху O  та інші D ).

Аналіз векторів (1), (16) та (28) показує, що
між ними існує певний взаємозв’язок, що дозволяє
однозначно переходити від відомих компонентів
одного вектора до шуканих компонентів іншого за
схемою: 0tle RR « , t0 RR « , ttle RR «  ,  –  а
далі проводити моделювання за допомогою най-
більш придатного із них.

На практиці найчастіше постає завдання пере-
ходу від вектора (28) до векторів (1) 0tle RR ®  та
(16) t0 RR ® .

Методика переходу 0tle RR ®  в разі незбуре-
ного руху КА може бути такою (рис. 3):

По-перше, при  незбуреному орбітальному русі
КА елементи wW ,e,,i  векторів (1) та (28) збіга-
ються і перерахунків не потребують.

По-друге, знайти велику піввісь a  для вектора
(1) із формули (12) як

3 0 n/а m= , [ ] 1cn -= . (29)
По-третє, оскільки в TLE-файлах надається

середньодобовий рух КА constN =  як кількість
витків за середньосонячну добу s

сд 86400Т = , то
для знаходження середнього руху n  слід скорис-
татись очевидною залежністю:

s
сд 86400/NТ/Nn == . (30)

По-четверте, для розрахунків моменту прохо-
дження КА через перигей орбіти Пt  у складі век-
тора (1) застосувати формулу (27).

Справді, прийнявши Dtt =  і скориставшись
відомою із TLE-файла середньою аномалією

( ) ( ) MtМtM D ==  та середнім рухом КА (30),  із
виразу (27) знайдемо

n/Mtt DП -= . (31)
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Рис. 3. Гіперграф переходів від вектора tleR  до вектора 0R  та його модифікацій

По-п'яте, при моделюванні безперервних у часі
процесів слід перейти від аналогових величин до
дискретних за алгоритмом (рис. 4):

®= п0 tt ®d+= ttt 01 ®d+= t2tt 02
®d+=® tjtt 0j tJtt 0J d+= , (32)

де J,0j =  – номери дискрет (натуральні числа від
0  до J );

2J ³  – загальна кількість дискрет (натуральне
число);

J/tt D=d  – розмір однієї дискрети (дискрети-
зація рівномірна);

пк ttt -=D  – заданий часовий інтервал моде-
лювання;

кt , пt  – кінцевий і початковий моменти часу.

nt кt

0t 1t 2t jt1jt - 1jt + Jt t

tD

td

Рис. 4. До перетворення часових інтервалів у дис-
кретну форму

При такому підході формула (27), наприклад,
перетвориться до вигляду

( ) ( )Пjj ttntM -= , J,0j = , ttt 1jj d+= - ,

J/tt D=d ,
(33)

де Тt =D  – сидеричний період обертання КА.
По-шосте, використовуючи формули (5), (7–

10) та (12), можна перейти  від вектора (1) до його
модифікацій (4), (6), (11) або (13–15), елементи
яких показано на рис. 3 пунктиром.

Методика переходу t0 RR ®  у разі незбурено-
го руху КА полягає у такому (рис. 5):

По-перше, при  незбуреному орбітальному русі
КА елементи W,i  векторів (1) та (16) збігаються і
перерахунків не потребують.

По-друге, для зручності перерахунків доцільно
від вектора (1)  перейти до його розширеної моди-
фікації (див. рис. 5):

{ }Пt,,i,,e,a,р,Т Ww=*
0R , (34)

де Т  і р  – сидеричний період обертання та фока-
льний параметр, розраховані за формулами (9) та
(5) відповідно.

По-третє, через відомий сидеричний період
обертання Т  за формулою (10) отримати середній
рух КА n .

По-четверте, оскільки відомий момент часу
Пt ,  коли КА перебуватиме в перигеї орбіти,  то

використовуючи знайдений середній рух n ,  за фо-
рмулою (27) з урахуванням (33) знайти середню
аномалію КА ( )jtМ  на будь-який фіксований мо-

мент польотного часу jtt = .
По-п'яте, для цього ж моменту із трансценден-

тного рівняння (26) методом ітерацій обчислити
ексцентричну аномалію як

( ) ( ) ( ) J,0j,I,0i;tЕsinetMtE jijj1i ==-=+ , (35)
поклавши ( ) ( )jj0 tMtE = .

Для практичних цілей досить прийняти 6I =  і,
отже, остаточним значенням шуканої ексцентрич-
ної аномалії вважати ( ) 6j ЕtЕ = .
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Рис. 5. Гіперграф переходів від вектора 0R  до вектора tR

По-шосте, за формулою (25) розрахувати іс-
тинну аномалію КА ( )jtJ , а далі за виразом (24)

знайти шуканий аргумент широти ( )jtu .
По-сьоме, у разі необхідності можна об'єднати

гіперграфи, зображені на рис. 4 і 5, і на цій основі
здійснити глобальний перехід t0tle RRR ®® .

Висновки й перспективи подальших дослі-
джень:

1. У статті систематизовано ряд відомих із тео-
рії орбітального руху КА залежностей та доповне-
но їх новими, що дало змогу отримати вдоскона-
лений науково-методичний апарат, пристосований
для моделювання незбуреного руху КА. Його ос-
нову становлять аналітичні залежності, оригіналь-
ні алгоритми  та методичні рекомендації щодо їх
застосування.

2. Цей апарат може стати базовим інструмен-
том для опису і прогнозування збуреного руху КА,
а також моделювання їх положення як у космічно-
му просторі, так і відносно заданих наземних об'є-
ктів спостереження і пунктів прийому цільової
інформації.
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УСОВЕРШЕНСТВОВАННЫЙ НАУЧНО-МЕТОДИЧЕСКИЙ АППАРАТ ДЛЯ
МОДЕЛИРОВАНИЯ НЕВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ

Петр Васильевич Фриз (канд. техн. наук, доцент, профессор кафедры)

Житомирский военный институт им. С. П. Королева, Житомир, Украина

В статье систематизирован и усовершенствован известный научно-методический аппарат для
моделирования невозмущенного движения космических аппаратов в прикладных задачах как на этапах
создания космических систем, так и в процессе их целевого применения. Значительно расширен мате-
матический аппарат для моделирования пространственно-временного положения КА за счет модифи-
каций базовых векторов. Аналитические выкладки дополнены переходами между векторами с помощью
оригинальных гиперграфов, что существенно упрощает процесс моделирования. Приведены методики
пересчета одних элементов орбит в другие, раскрыто подход к решению трансцендентного уравнения
Кеплера методом итераций. Предложен алгоритм перехода от непрерывных функций полетного време-
ни до их дискретной формы.

Ключевые слова: невозмущенное движение; моделирование; параметры орбит; вектор простран-
ственно-временного положения; космический аппарат; TLE-файлы.

IMPROVED SCIENTIFIC AND METHODICAL APPARATUS FOR MODELING UNBELIEVED
MOVEMENT OF SPACE APPLIANCES

Petr V. Frees (Candidate of Technical Sciences, Associate Professor,  Professor of the Department)

Zhitomir Military Institute named after S. P. Korolev, Zhitomir, Ukraine

In the article, a well-known scientific and methodical apparatus for modeling the unperturbed motion of
space vehicles in applied problems both at the creation stages of space systems and in the process of their tar-
geted application is systematized and improved. The mathematical apparatus for modeling the space-time posi-
tion of the spacecraft due to modifications of the base vectors has been significantly expanded. Analytic calcula-
tions are supplemented by transitions between vectors with the help of original hypergraphs, which greatly sim-
plifies the modeling process. Methods are given for recalculating some elements of orbits into others, the ap-
proach to solving the Kepler transcendental equation is described by the iteration method. An algorithm for the
transition from continuous flight time functions to their discrete form is proposed.
Keywords: unperturbed motion; modeling; parameters of orbits; vector of space-time position; spacecraft; TLE
files.
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