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Анотація. Метою даної роботи є побудова математичної моделі (визначення її параметрів) для прогнозуванням кисне-

вого режиму (біохімічного споживання кисню та розчиненого кисню) р. Сів. Донець на підставі класичної моделі Стрітера-

Фелпса. В роботі використана методика математичного моделювання динаміки змін концентрації розчиненого кисню та 

біохімічного споживання кисню на основі ретроспективного аналізу даних оперативного контролю. Результати. Проведе-

но аналіз кисневого режиму р. Сіверський Донець біля м. Ізюм та розраховано параметри моделі Стрітера-Фелпса для діля-

нки р. Сіверський Донець, що розташована в Ізюмському районі Харківської області. Наукова новизна полягає у розробці 

способу визначення параметрів моделі Стрітера-Фелпса на підставі аналізу ретроспективних даних та з використанням да-

них аналізу БСК та РК по декількох створах р. Сів. Донець, що дозволяє прогнозувати кисневий режим річки у різні пори 

року. Практична значимість полягає в можливості за допомогою отриманих рівнянь прогнозувати кисневий режим р. Сів. 

Донець – швидкість зміни концентрації БСК та РК, розрахунок відстані від місця забору проби для аналізу до місця можли-

вого скиду забруднення до річки задля своєчасного прийняття рішень з оперативного та дієвого управління екологічним 

станом басейну р. Сів. Донець. 

Ключові слова: математичне моделювання; прогнозування; модель Стрітера-Фелпса; кисневий режим; біохімічне споживан-

ня кисню (БСК); розчинений кисень 
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Аннотация. Целью данной работы является построение математической модели (определение ее параметров) для про-

гнозирования кислородного режима (БПК и РК) р. Северский Донец на основании классической модели Стритера-Фелпса. 

В работе использована методика математического моделирования динамики изменений концентрации растворенного кис-

лорода и биохимического потребления кислорода на основании ретроспективного анализа данных оперативного контролю. 

Результаты. Проведен анализ кислородного режиму р. Северский Донец возле г. Изюм и рассчитаны параметры модели 

Стритера-Фелпса для участка р. Северский Донец, расположенном в Изюмском районе Харьковской области. Научная но-

визна состоит в разработке способу определения параметров модели Стритера-Фелпса на основании анализа ретроспектив-
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ных данных и с использованием данных анализа БПК и растворенного кислорода из нескольких створов р. Северский До-

нец, что позволяет прогнозировать кислородный режим речки в разные времена года. Практическая значимость состоит в 

возможности при помощи полученных уравнений прогнозировать кислородный режим р. Северский Донец – скорость из-

менения концентрации БПК и растворенного кислорода, расчет расстоянии от места забору пробы для анализа до места 

возможного сброса загрязнения в реку для своевременного принятия решения по оперативному и действенному управлению 

экологическим состоянием бассейна р. Северский Донец. 

Ключевые слова: математическое моделирование; прогнозирование; модель Стритера-Фелпса; кислородный режим; биохи-

мическое потребление кислорода (БПК); растворенный кислород 
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Annotation. Purpose. The aim of this paper is to construct a mathematical model (determination of its parameters) to predict the 

oxygen regime (BOD and dissolved oxygen) кшм. Seversky Donets based on the classical model Streeter-Phelps. The paper used the 

method of mathematical modeling of the dynamics of changes in the concentration of dissolved oxygen and biochemical oxygen 

demand based on a retrospective analysis of the operational monitoring data. Results. The analysis of the oxygen regime riv. Sev-

ersky Donets near Izyum and calculated parameters of the model for the Streeter-Phelps section riv. Seversky Donets River, located 

in the district of the Kharkov region Izyum. Scientific novelty is to provide a method for determining model parameters Streeter-

Phelps based on an analysis of historical data and using the data analysis BOD and dissolved oxygen of several cross-sections riv. 

Seversky Donets, that allows to predict the oxygen regime of the river at different times of the year. The practical significance is the 

possibility of using the derived equations to predict the oxygen regime riv. Seversky Donets - the rate of change of concentration of 

BOD and dissolved oxygen, calculating the distance from the place of sampling for analysis to the point of a possible discharge of 

pollution into the river for a timely decision on the operational and effective management of the ecological state of the river basin 

Seversky Donets. 

Keywords: mathematical modeling; forecasting; Streeter-Phelps model; oxygen regime; biochemical oxygen demand (BOD); dis-

solved oxygen 

Постановка проблеми у загальному вигляді та її 

зв'язок з важливими науковими та практичними 

завданнями 

Басейн р. Сіверський Донець охоплює території 

Харківської, Донецької і Луганської областей і роз-

ташований в урбанізованому регіоні з високим рів-

нем розвитку промисловості та сільського господарс-

тва, які потребують великої кількості водних ресур-

сів. Сіверський Донець є найбільшою річкою та най-

важливішим джерелом прісної води сходу України.  

Сучасний незадовільний стан водних об'єктів по-

казує, що проблеми у сфері охорони вод від забруд-

нення та виснаження не тільки не знайшли вирішен-

ня, а й значно загострилися, особливо в останні роки. 

Відсутність басейнового принципу контролю, управ-

ління і відповідальності за стан поверхневих джерел 

питного водопостачання, призводить до того, що 

найчастіше основні забруднюючі об’єкти промисло-

вості, які обумовлюють стан поверхневого джерела 

питної води, розташовані на території одних облас-

тей, а виробництво і споживання питної води з цього 

джерела відбувається на території інших. 

Забезпечення населення України питною водою 

для багатьох регіонів країни є однією з пріоритетних 

проблем, розв'язання якої необхідно для збереження 

здоров'я, поліпшення умов діяльності та підвищення 

рівня життя населення, та забезпечення сталого роз-

витку країни. 

Загальнодержавна програма «Питна вода Украї-

ни» на 2006-2020 роки (далі – Програма), що затвер-

джена Законом України від 03.03.2005 р., № 2455-IV, 

спрямована на реалізацію державної політики щодо 

забезпечення населення якісною питною водою від-

повідно до Закону України «Про питну воду та питне 

водопостачання» [1]. 
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Питне водопостачання країни майже на 80 % за-

безпечується за рахунок поверхневих вод. Якість во-

ди у поверхневих водних об'єктах є вирішальним 

чинником санітарного та епідемічного благополуччя 

населення [2]. 

Кисень належить до найважливіших розчинених 

газів. Він необхідний для існування більшості водних 

організмів і є одним із найбільш потужних природ-

них окиснювачів, виконуючи санітарно-гігієнічну 

роль у водоймі. Вміст кисню великою мірою визна-

чає якість води завдяки інтенсифікації процесів  са-

моочищення, фізико-хімічної трансформації та гід-

робіологічного кругообігу речовин. 

Концентрація розчиненого у воді кисню є інтег-

ральною величиною, що визначається співвідношен-

ням різноспрямованих фізико-хімічних, гідробіологі-

чних і гідродинамічних процесів, які відбуваються у 

водному середовищі та на межі розділення «вода-

атмосфера» [3]. 

Прогнозування якості води – це визначення якості 

води на перспективу з урахуванням діючих факторів 

впливу на водний об’єкт [4], визначення дієвих важе-

лів впливу, та забезпечення реалізації басейнового 

принципу управління водними ресурсами. 

Вихідною інформацією для задач прогнозування 

якості води є результати спостережень. Спостере-

ження та прогноз тісно пов’язані між собою: прогноз 

якості води можливий, з одного боку, за наявності 

інформації щодо її якості (прямий зв'язок); побудова 

прогнозу, з іншого боку, передбачає знання законо-

мірностей змін водного середовища та можливість 

чисельних розрахунків (зворотній зв'язок). 

Рівняння, що характеризують комплекс процесів, 

реально впливаючих на якість води, очевидно, досить 

складні, оскільки зміна концентрації однієї складової 

буде автоматично впливати на інші, що обумовлено 

законом збереження мас. При використанні класич-

них рівнянь Стрітера-Фелпса [3] весь комплекс за-

бруднюючих речовин, що скидаються до річки, оці-

нюється споживанням кисню та компенсаторним 

впливом атмосферної аерації. 

Саме тому прогнозування кисневого режиму 

р. Сіверський Донець, а саме показників розчиненого 

кисню (РК) та біохімічного споживання кисню (БСК) 

є важливою та актуальною задачею як при поточно-

му водокористуванні, так і для процесу реалізації 

басейнового підходу до управління водними ресур-

сами. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій, де за-

кладені основи вирішення даної проблеми 

Інструментом прогнозування є модель, яка вико-

ристовується для формування прогнозу. Найбільший 

інтерес становлять математичні моделі [5].  

Моделюванню та аналізу вмісту у воді РК та БСК 

у літературі, присвяченій моделям якості води, при-

ділено досить велику увагу. Зокрема, досить повні 

огляди наведені у публікаціях [3] у відповідних роз-

ділах та у [6, 7].  

Отримали поширення двокомпонентні моделі 

якості води, в яких процеси, що формують якість во-

ди, оцінюються споживанням кисню (процеси біохі-

мічного окислення органічних сполук) та його над-

ходженням (процес атмосферної аерації).  

Модель якості води [3], що описує процеси хіміч-

них реакцій в багатокомпонентних системах, являє 

собою систему пов’язаних диференційних рівнянь та 

містить шість рівнів деталізації взаємодії БСК та РК: 

а) БСК-РК; б) БСК-РК, включаючи донні відклади 

органіки; в) БСК-РК, включаючи нітрифікацію; г) 

БСК-РК, включаючи донні відклади, нітрифікацію та 

денітрифікацію; д) БСК-РК, включаючи невідкладену 

та відкладену потребу кисню та донні відклади; е) усі 

перераховані вище процеси. 

Диференційні рівняння рівнів а та б для БСК та 

РК являють собою найбільш прості моделі взаємодії. 

На більш складних рівнях (в та г) модель враховує 

продукти розпаду органіки, а також виділення рівня 

поживних речовин та зміну рівня окислення азоту. 

Для ще більш складних рівнів (д та е) розглядаються 

три компоненти: БСК, суспензія та донна фракція. 

Для самого високого рівня використовується система 

семи диференційних рівнянь: кисень, три фракції 

БСК, амоній, азот і температура, тобто кількість ди-

ференційних рівнянь залежить від обраного рівня 

взаємодії БСК та РК. 

В моделюванні якості води відмічаються нові те-

нденції [8]: повернення до класичних моделей (рівень 

а), в яких концентрація РК є функцією природних 

процесів (атмосферна аерація) та розпаду розчиненої 

органіки. Співвідношення «БСК-РК» на цьому рівні 

описується класичною моделлю Стрітера-Фелпса. 

Рівняння процесів у моделі Стрітера-Фелпса базу-

ються на допущеннях кінетики першого порядку [3, 

5, 9], були аналітично розв’язані Фелпсом і Стрите-

ром для ділянки ріки, і на сьогодні широко викорис-

таються в розрахунках [3, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. 

В роботі [10] запропоновано в процес самоочи-

щення, що описаний за допомогою рівнянь Стрітера-

Фелпса включати самоочищення за допомогою біо-

фільтра. 

В роботі [11] використовується модифікація мо-

делі розчиненого кисню – біологічної потреби кисню 

в наближенні кінетики першого порядку.  

В роботі [12] чисельно реалізуються моделі Стрі-

тера-Фелпса, як такі, що встановлюють взаємозв’язок 

між концентрацією розчиненого кисню та швидкістю 

окислення органічної речовини, так і такі, що вико-

ристовують біофільтри і додаються конвективні та 

дифузійні члени. 

В роботі [13] запропоновано новий та досить зру-

чний, на думку авторів, інструмент, у вигляді таб-

лиць для визначення пари теоретичних величин (БСК 

та коефіцієнту швидкості біохімічного окислення) за 

двома виміряними значеннями біохімічного спожи-

вання (БСКТ та БСК2Т). Побудовані універсальні таб-

лиці для будь-якого інкубаційного періоду Т.  

В роботі [14] розглянута задача визначення кое-

фіцієнтів рівнянь Стрітера-Фелпса для морської ак-
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ваторії. Коефіцієнт біохімічного окислення визнача-

ється експериментально. Для визначення коефіцієнта 

реаерації запропонована методика пошуку, що ви-

ключає невизначеність при розв’язанні системи рів-

нянь. 

Екологічний стан басейну р. Сіверський Донець, 

вплив на нього стічних вод та кисневий режим аналі-

зується в роботах [16-19]. 

Виділення невирішених раніше частин загальної 

проблеми 

Незважаючи на наявність значної теоретичної ба-

зи з досліджуваного питання, у вітчизняній науковій 

практиці до сьогодні відсутні ґрунтовні дослідження, 

пов’язані з прогнозуванням кисневого режиму р. Сів. 

Донець методами математичного моделювання. Та-

кож в наявних літературних джерелах не зустрічаєть-

ся спосіб визначення параметрів моделі Стрітера-

Фелпса на підставі аналізу ретроспективних даних та 

з використанням даних аналізу БПК та РК по декіль-

кох створах. 

Формулювання мети статті 

Метою даної роботи є побудова математичної мо-

делі (визначення її параметрів) для прогнозуванням 

кисневого режиму (БСК та РК) р. Сів. Донець на під-

ставі класичної моделі Стрітера-Фелпса. 

Виклад основного матеріалу дослідження 

Рівняння Стрітера-Фелпса визначає співвідно-

шення між концентрацією розчиненого кисню і біо-

хімічним споживанням кисню на протязі певного 

інтервалу часу. При цьому вводяться дві фазові змін-

ні: С1 = БСК, мг/л; та С2=DOS – DO. Тут С2 – дефіцит 

кисню, DOS – гранична концентрація РК у воді (при 

відсутності відходів), мг/л, DO - концентрація РК у 

воді в довільний момент часу, мг/л. Рівняння проце-

сів у за схемою Стрітера-Фелпса описуються систе-

мою рівнянь  

11
1 Ck

dt

dC
                                    (1) 

2211
2 CkCk

dt

dC
                               (2)  

де k1 – коефіцієнт мінералізації (коефіцієнт біо-

хімічного окислення органічних речовин, 1/добу); k2 

– коефіцієнт реаерації, 1/добу). 

Для річки, що має постійну швидкість течії U, ве-

личина t може інтерпретуватися як тривалість (t=x/U) 

протікання процесу на ділянці довжиною х при шви-

дкості течії U і тоді система рівнянь (1) та (2) має 

аналітичне рішення виду: 
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де С1,0 – БПК в початковий момент часу, С2,0 – 

дефіцит кисню в початковий момент часу, обумовле-

ний джерелом забруднення. 

При цьому рівняння (1) характеризує процес роз-

кладу органічної речовини, а рівняння (2) криву спа-

ду розчиненого кисню. Крива спаду показує, що де-

фіцит кисню досягає максимуму на деякій критичній 

відстані від скиду стічних вод [3].  

Множники С1,0 та С2,0 – в рівняннях (3) та (4) ви-

значаються експериментально, коефіцієнти k1 та k2 

невідомі. 

З рівняння (3) коефіцієнт мінералізації k1 може 

бути представленим у вигляді  

1

0,11

1 ln
C

C
tk                                      (5) 

З рівняння (4) знаходимо коефіцієнт реаерації k2 

2
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2
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C
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tk


                              (6) 

Вихідними даними для розрахунку є результати 

аналізів стану води р. Сів. Донець, що виконані хімі-

чною лабораторією Ізюмського комунального вироб-

ничого водопровідно-каналізаційного підприємства 

за період 2010 – 2014 рр. Місця відбору проб: 1) міс-

це скиду стічних вод у р. Сів. Донець; 2) р. Сів. До-

нець 500 м вище скиду; 3) р. Сів. Донець 500 м нижче 

скиду. 

Враховуючи вплив температурного режиму в за-

лежності від пори року на розчинність кисню у воді 

вбачається доцільним розрахунок параметрів моделі 

для кожного місяця окремо. Таким чином, вихідними 

даними для розрахунку коефіцієнтів k1 та k2 є усеред-

нені середньомісячні багаторічні значення відповід-

них показників за період 2013 – 2014 рр. Дані 2014 р. 

будуть використані для перевірки адекватності про-

гнозу та побудованої моделі. 

В таблиці 1 наведені значення коефіцієнтів k1 та k2 

розраховані на підставі емпіричних даних за форму-

лами (5) та (6). 

 

Таблиця 1 

Розраховані значення коефіцієнтів k1 та k2 / 

Estimated value ratios k1 and k2 

Місяць k1 k2 

Січень 0,000787 0,025318 

Лютий 0,000918 -0,00582 

Березень 0,000752 -0,01123 

Квітень 0,000691 0,005199 

Травень 0,000799 0,005301 

Червень 0,001055 0,014738 

Липень 0,001286 0,031005 

Серпень 0,001313 0,028644 

Вересень 0,001246 0,031299 

Жовтень 0,001392 0,032566 

Листопад 0,001457 0,016313 

Грудень 0,001494 0,174429 

 

Перевірка адекватності розрахованої моделі про-

гнозних значень БСК та дефіциту кисню показані на 

відповідних графіках (рис. 1 та рис. 2), де зображені 
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криві середньорічних значень показників, прогнозні 

значення на 2014 р. та фактично отримані значення 

показників БСК та дефіциту розчиненого кисню.  
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Рис. 1. Емпіричні та прогнозні значення показників 

БСК / Empirical and projected values of BOD 
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Рис. 2. Емпіричні та прогнозні значення показників 

дефіциту розчиненого кисню / Empirical and projected 

values of dissolved oxygen deficit 

Коефіцієнт кореляції між прогнозним значенням 

БСК та емпіричним становить 0.74, що можна вважа-

ти прийнятним з огляду на результати інших дослід-

ників [12], які вказують на те, що на всі моделі, за-

пропоновані для опису взаємодії РК та БСК впливає 

факт неточності задання усіх параметрів цієї моделі, 

отриманих із експерименту (величина похибки може 

досягати 40 %). 

Результат прогнозу значень дефіциту розчиненого 

кисню на 2014 р. (рис. 2) показує високий коефіцієнт 

кореляції (0.9) для значень, що відносяться до друго-

го півріччя.  

«Провал» прогнозних показників для лютого та 

березня пояснюється характером вихідної інформації 

для аналізу та нестійким температурним режимом 

цих місяців. Для обчислень використовувалися вже 

усереднені за місяць дані хімічних аналізів.  

Оскільки основне призначення такої моделі – 

прогноз показників БСК та дефіциту розчиненого 

кисню за результатами саме оперативного монітори-

нгу, що здійснюється в терміни не значної зміни тем-

пературних показників, то прогнозну модель можна 

вважати адекватною для прогнозування в умовах 

стабільної або мало динамічної температури. 

Висновки із даного дослідження та перспек-

тиви подальшого розвитку у цьому напрямку 

В результаті виконаної роботи було проведено 

аналіз кисневого режиму р. Сів. Донець біля м. Ізюм 

та розраховано параметри моделі Стрітера-Фелпса 

для ділянки р. Сіверський Донець, що розташована в 

Ізюмському районі Харківської області. 

Отримані моделі показують достатню достовір-

ність прогнозу за умов не значних температурних 

коливань або в умовах оперативного моніторингу. 

Перспективним вбачається включення до рівнянь 

моделі змінних, що характеризують гідрологічні та 

температурні показники досліджуваного об’єкту для 

більш точного визначення параметрів. 
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