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Рис. 10. Ізополя головних напруг опорного вузла (МПа). 

Максимальні значення переміщень виникають у правому прольоті (3-2) і 
досягають 3.33 мм. У середньому прольоті (4-3) переміщення не перевищують 
1.5 мм, а в левом (5-4) - 2.8 мм. Горизонтальні повздовжні деформації 
досягають 8 мм. 

Виконані розрахунки дозволяють зазначити наступне:  
1. Оцінюючи напружений стан шляхопроводу в цілому можна 

припустити, що із тріщинами бетон може працювати в розтягнутих зонах 
прогонових будов (над опорами та в середині прольотів). Напруги в цих 
зонах досягають розрахункового опору. В області вутів за рахунок 
гальмових сил створюються умови для виникнення концентраторів напруг 
і, як наслідок, - руйнування бетону та низька тріщиностійкість. 

2. Результати розрахунку свідчать, що мають місце передумови для 
продовження руйнівних процесів. Наявні дефекти, такі як ушкодження у 
вигляді силових тріщин з відколами бетону у вузлах сполучення балок і 
стійок, у стійках, а також відшарувань захисного шару з оголенням арматур і 
корозії арматур у балках і стійках, свідчать про необхідність виробництва 
робот по капітальному ремонті. 

3. Виконані розрахунки дозволили призначити заходи щодо відновлення 
несучої здатності шляхопроводу, а також розробити й впровадити 
конструкцію локального підсилення ушкоджених ділянок. 
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Постановка проблеми. Підвищення напруженості деталей сучасного 
машинобудування і промислового призначення та намагання зменшити їх 
вагу, застосування матеріалів з новими конструктивними характеристиками, 
що суттєво впливають на їх властивості, вимагає удосконалення методів їх 
розрахунку. Широкого застосування набувають пластинчаті конструкції, що 
мають підкріплення у вигляді тонких стержнів, вкладишів, накладок і шайб. 
Складаючи незначну частину загальної ваги конструкції, підкріплюючі 
елементи виявляють суттєвий вплив на її міцність, стійкість і жорсткість. У 
більшості випадків вони використовуються для усунення концентрації 
напружень з метою підвищення працездатності розрахункової системи.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Роботи з даного напрямку 
були започатковані ще з 20-30-х років минулого сторіччя і пов’язані з іменами 
М.І. Мусхелішвілі [1], С.П. Тимошенко [2], Г.Н. Вайнберга [3] та інш. 
Фундаментальні дослідження в рамках класичної теорії знайшли своє 
відображення в роботах Г.М. Савіна [4], О.М. Гузя [5]. М.П. Шереметьєва [6]. 
Дуже важливим моментом при виборі раціонального підкріплення є підхід, 
заснований на відшуканні найбільш вигідної форми поперечного січення 
елемента [7,8]. Актуальною є проблема підвищення ефективності тонких 
підкріплюючих елементів шляхом створення в них попередніх деформацій, які 
оптимальним чином знижують концентрацію напружень, що обумовлена 
наявністю отвору.  

Постановка завдання. Розглянемо методику розрахунку ізотропної 
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пластинки з отвором, підсиленого попередньо деформованими елементами 
різної конфігурації. Нехай безмежна пластинка товщиною h  з підкріпленим 
круговим отвором піддається чистому зсуву  PP yx   ,  у безмежності 
(рис. 1).  

Закон попередньої деформації підкріплюючого кільця задано у вигляді 

   2cos0
0
1u ,   00

1 v ,    
       (1) 

тобто кільце до підкріплення ним отвору має еліптичну форму. 
 
 

 
Рис. 1. Пластинка з круговим отвором, підкріплена еліптичним кільцем 

 
Виклад основного матеріалу. Згідно умови задачі розв’язок задачі, як 

зазначено у праці [5], полягає у відшуканні невідомих коефіцієнтів у 
розкладах в тригонометричні ряди, які визначають напружений стан системи. 
При цьому мають виконуватись умови на безмежності, які запишемо у вигляді  

 2cosPr  ,  2cosP ,   2sinPr  .   (2) 
Приймаючи до уваги (1), (2) отримуємо наступні залежності для 

визначення компонент тензора напружень 
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      upup  431231211  , pg , ug  - жорсткість кільця на 

розтяг і згин. 
Якщо припустити, що отвір підкріплюється кільцем без попереднього 

натягу, то у формулах (3) треба покласти 00   і отримуємо розв’язок, який 
наведено у праці [10]. Якщо отвір зовсім не підкріплений, то беручи у 
залежностях (3) 00  up , приходимо до відомого результату про 
напружений стан пластинки з круговим отвором при зсуві  
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На основі залежностей (3) досліджено розподіл кільцевих напружень 
вздовж лінії підкріплення залежно від величини попередньої деформації 0  
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(рис. 2). Як видно з графіків, відповідною деформацією підкріплюючого 
кільця вдається значно розвантажити ділянку з максимальною концентрацією 
напружень. Якщо найбільший коефіцієнт концентрації напружень у випадку 
вільного від навантажень отвору рівний 4, а при підкріпленні отвору 

ненапруженим кільцем зменшується до 2,14, то його значення при 
G

aP
120   

складає всього 1,10. 

 
Рис. 2. Графік розподілу кільцевих напружень   вздовж контура 

підкріплення залежно від напруженого стану кільця 
Аналіз методик розрахунку задач про підкріплення пластин показує, що 

напружений стан підкріплюючого елемента і пластини взаємопов’язані. Зміна 
попередньої деформації елемента обумовлює відповідну зміну картини 
розподілу напружень в пластині. Природнім є питання: чи не можна шляхом 
визначеного попереднього деформування підкріплюючого елемента добитися 
бажаного розподілу напружень в пластині, тобто розв’язати задачу про 
найкраще (еквівалентне за міцністю) підкріплення. 

Еквівалентний підкріплюючий елемент будемо шукати у вигляді 
однорідного кільця сталого поперечного січення, підкріплюючи яким отвір 
пластина буде працювати як суцільна.  

Замінюючи дію усунутого з пластини круга еквівалентним 
підкріплюючим кільцем, вздовж лінії контакту мають виконуватись такі 
умови сумісної роботи: 

            
000 ,, rrrr   
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            0
11

0
11 , vvvuuu  .    (4) 

У залежностях (4) зліва фігурують характеристики підкріпленої, а справа – 
відповідної характеристики суцільної пластинки і кільця.  

Навантаження, прикладене по краях суцільної пластинки, а отже, і на 
контурі отвору, вважається заданим. Тоді для визначення невідомих членів 

220 ,,   розкладу в тригонометричний ряд компонент тензора напружень 
отримуємо алгебраїчну систему  

 

  02 00  P
a
G

up  , 

      upuup  12441215 22  

      uppup  1151864 22  

    upupG
aP  126732113 2  ,    (5) 

        uppupupuup  51862421215 2222  

 upupG
aP  12312 2  , 

 
Як приклад розглянемо задачу про знаходження еквівалентного 

підкріплюючого кільця при двохосному розтязі  qp yx  ,  

безмежної пластинки з круговим отвором (рис. 3). 

 
 

Рис. 3. Безмежна пластинка з круговим отвором при двохосному розтязі 
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Граничні умови на безмежності при даному навантаженні мають 

вигляд 
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 2cos
22

qpqp
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  2sin
2

qp
r

 , 

звідки випливає 
20

qpP  , 
22

qpP  . Підставляючи ці значення у 

систему (5) і розв’язуючи її при відповідних числових характеристиках кільця 

і пластинки знаходимо 
G

qpa  522,00 , 
G

qpa  084,02 , 

G
qpa  772,02 ; після чого можна остаточно записати 

   2cos084,0522,00
1 G

qpa
G

qpau 



 ,  

   2sin772,00
1 G

qpav 
 .     (6) 

Слід відзначити, що еквівалентне підкріплююче кільце визначається 
неоднозначно. У розглянутій задачі фізико-механічні і геометричні параметри 
кільця і пластинки підбирались хоч і реальними, але довільно. Задаючись 
іншими відношеннями жорсткостей pg , ug , отримаємо вже інші значення 

величин попередніх переміщень  0
1u ,  0

1v , причому в міру зменшення 

жорсткостей pg , ug , величини  0
1u ,  0

1v  зростають по абсолютній 

величині. Максимально допустимі значення  0
max1u ,  0

max1v  
визначатимуться або функціональними вимогами конструкції, або пружними 
властивостями матеріалу кільця.  

Відзначимо ряд часткових випадків. які випливають з (6): 
 якщо припустити qp   (випадок усестороннього рівномірного 

розтягу), то з (6) матимемо  
G
pau 044,10

1  , тобто еквівалентним 

підкріплюючим елементом для пластинки з круговим отвором, що 
знаходиться під дією усестороннього рівномірного розтягу, буде кільце 
з сталим натягом; 

 при qp   (випадок зсуву пластинки) дістаємо такий закон 
попередньої деформації підкріплюючого кільця 
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   2cos168,00
1 G

pau  ,    2sin554,10
1 G

pav ; 

 якщо Pp  , 0q  (одноосний розтяг пластинки), еквівалентне 
підкріплення отвору здійснюється кільцем з попередньою деформацією 

   2cos084,0522,00
1 G

pa
G
pau  ,    2sin772,00

1 G
pav  . 

Висновки. Розвинуто методику розрахунку ізотропних пластин, 
підкріплених по контуру еліптичного чи кругового отвору пружними 
попередньо-деформованими елементами. Шляхом чисельного експерименту 
досліджено вплив напруженого стану кільця на концентрацію напружень у 
пластинці. Показано, за яких умов можна мінімізувати рівень концентрації 
напружень у пластинці з круговим отвором, тобто здійснити еквівалентне 
підкріплення. stress across opening is given. 

 
ВИКОРИСТАНА ЛІТЕРАТУРА 

 
1. Мусхелишвили Н.И. Некоторые основные задачи математической теории 

упругости. – М.-Л.: Изд-во АН СССР, 1949. – 635 с. 
2. Тимошенко С.П., Войновский-Кригер С. Пластинки и оболочки. – М.: 

ГИФМЛ, 1963. – 636 с. 
3. Вайнберг Г.Н. Концентрация напряжений в пластинках около отверстий и 

выкружек. Справочное пособие. – К.: Техника, 1969. – 219 с. 
4. Савин Г.Н. Концентрация напряжений около отверстий. – К.: Наук. 

думка, 1968. – 887 с. 
5. Гузь А.Н. Об исследованиях по механике деформируемого твердого тела 

в Академии наук УССР // Прикл. механика. – 1978. – Т. 14, № 9. – С.3-14.  
6. Шереметьев М.П. Пластинки с подкрепленным краем. – Львов: Изд-во 

Львовского ун-та, 1960. – 258 с. 
7. Гольденблатт И.И. Нелинейные проблемы теории упру гости. – М.: 

Наука, 1974. – 486 с. 
8. Тульчий В.И., Фролов В.П., Баландин И.Я. О решении некоторых 

проблем концентрации напряжений с помощью метода сглаживания 
контура // В кн. Концентрация напряжений. – К.: Наук. думка, 1968. – 
Вып. 2. – С.180-190. 

9. Пелех Б.Л., Ливдар В.А. Об эффекте предварительной деформации 
подкрепляющего кольца при изгибе трансверсально-изотропной 
пластинки, ослабленной круговым отверстием // Дан АН УССР. Сер. А. – 
1979. - № 4. – С.274-278. 

10. Флейшман Н.П. Пластинки и оболочки с подкрепленным краем. – К.: 
Наук. думка, 1964. – 384 с. 

 
 
УДК 624.012 


