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СЕГМЕНТ РАЦИОНАЛЬНОЙ КРИВОЙ БЕЗЬЕ 5-Й СТЕПЕНИ  
С ЗАДАННЫМИ КРИВИЗНАМИ НА КОНЦАХ СЕГМЕНТА

Предлагается моделирование криволинейного обвода сегментами рациональных криых 
Безье 5-й степени по заданному точечному каркасу с заданными в них кривизнами и с обеспе-
чением непрерывности кривизны вдоль обвода.
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Постановка проблемы. В проектировании 
обводов машин и агрегатов, которые работают 
в движущейся среде (самолеты, автомобили, суда 
и др.) необходимо задание обвода с заданным 
законом изменения кривизны. Это требование 
имеет важное значение в конструкторских бюро, 
которые занимаются проектированием транс-
портных средств. Необходимо иметь аналитиче-
ский аппарат решения этой задачи.

Анализ последних исследований и публика-
ций. В работах [3–5] предлагаются интерактив-
ные способы проектирования обводов с заданной 
формой и кривизной с помощью специальной 
компьютерной программы. Однако такой под-
ход не дает возможности предвидеть результаты  
в начале проектирования.

Постановка задачи. Вывод формулы рацио-
нальной кривой Безье по заданным двум точкам 
и величинам кривизны в них. Методами являются 
аналитические методы в геометрии. В результате 
получены формулы рациональной кривой Безье 
5-й степени, которая проходит через две заданные 
точки и имеет в этих точках заданные величины 

кривизны, что дает возможность проектировать 
криволинейные обводы по заданным графикам 
изменения кривизны.

Изложение основного материала исследова-
ния. Будем моделировать кривую, которая стро-
ится из состыкованных сегментов кривых раци-
ональной кривой Безье 5-й степени, заданных 
двумя точками и кривизнами в них. 

Как известно из [1; 2] кривизна на плоскости в 
заданной точке  задается формулой:
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Если плоская кривая задана в векторно-пара-
метрическом виде 

r = r(t),                                (2)
то кривизна рассчитывается по формуле:
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Для пространственной кривой (2) будет задана 
кривизна:
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Учитывая, что в формулах (3) и (4) в числителе 
задается квадрат векторного произведения век-
торов rt˝ и rt΄, то эти формулы можно переписать 
в следующем виде:
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Отсюда получаем результат:
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Из (6) следует, что для задания в заданной 
точке величины кривизны k необходимо вначале 
задать модуль первой производной |r΄| и из (6) 
определить и задать необходимый модуль второй 
производной |r˝|. 

Векторно-параметрическая рациональная кри-
вая Безье 5-й степени задается формулой [2]:
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где 
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Перестроим (7) в виде:

.
)'1(

''

2
3

2
x

xx

y

y
k

+
=  

322

2

2

)''(
''
''''

tt

tt

tttt

yx
yx
yx

k
+

=  

3222

222

2

)'''(
''

''''
''

''''
''

''''

ttt

tt

tttt

tt

tttt

tt

tttt

zyx
xz
xz

zy
zy

yx
yx

k
++

++
=  

4

2

6

22

6

20
2

|'|
|''|

|'|
|'||''|

|'|
)90sin|'||''(|

t

tt

t

ttt

t

ttt

r
r

r
rr

r
rrk ===  

2|'|
|''|

t

tt

r
rk =  

∑
∑

=
−

=
−

−

−
= n

i
ini

ii

n

i
ini

iii

ttwa

ttwra
tr

0
)(

0
)(

)1(

)1(
)(  

.5
)!(!

!
=

−
= n

ini
nai  

∑
∑

=

== 5

0

5

0
)(

)(
i

i
i

i
i

iii

tW

twrA
tr  

0 0 0

1 1 1 0 0

2 0 0 1 1 2 2

3 3 3 1 1 0 0 2 2

4 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4

5 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

5( )
10( 2 )
10( 3 3 )
5( 4 6 4 )
( 5 10 10 5 )

A r w
A r w r w
A r w r w r w
A r w r w r w r w
A r w r w r w r w r w
A r w r w r w r w r w r w

=
= −
= − +
= + − −
= − + − +
= − + − + − +

(8.0-8.5)

 

 

 

 

,                      (8)

где
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Аналогично будут определены и , однако, 
вместо  будут только веса :
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Пусть заданы точки r0 и r5 а также производные 
r0΄ и r5΄ и кривизны в них k0 и k5.

В формуле (8) примем:
Тогда 
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Рассчитаем первую производную:
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В точке 0(t=0) будем иметь:
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Подставив в (10), получим:
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Отсюда
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.               (13)
Для окончательного решения поставленной 

задачи осталось рассчитать вторую производную 
от (8).

Возьмем производную от (10). Получим в виде:
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В точке 0(t=0) будут следующие результаты:
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Подставив в (13), будем иметь:
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Анализируя формулу (16), можно видеть, что 
если задаться значениями r0 , r1, w0 , w1 и w2 , можно 
найти точку r2.

Точка r0 задается по условию задачи.
Точка r1 определится из задания первой про-

изводной:
)0(')( 0101 xrxxyy −+= .

Удобно принять w1.=w0 =1.0. Тогда (16) упро-
стится:
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Отсюда при заданных r0, r1 ,w2 и rtt˝(0) легко 
находится r2: 
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Если задать r0, r1, r2 и rtt˝(0), то можно опреде-
лить w2 :
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3

Прикладна геометрія, інженерна графіка та ергономіка

Используем симметрию (7).
Если заменить параметр t на t=1-u то 1-t=u , и 

подставив в (7), получим формулу, симметрич-
ную к (7) в том смысле, что точки 3, 4, 5 и 2, 1, 
0 поменяются соответственно местами. А также, 
поскольку имеем формулы
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то вышеуказанные формулы (13), (18) и (19) 
при t=1 перепишутся в виде:
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Тогда на основании формул (11), (17), (18) 
можно записать в точке 5 (t=5):
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Если принять w5 =w4 =1, то при заданных r4 , r5 

w3 и rtt˝(1) получим:
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При заданных r5, r4, r3 и rtt˝(1) будем иметь:
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Таким образом, задавшись координатами 
двух точек и величинами кривизн в этих точках, 
можно построить сегмент рациональной кривой 
Безье 5-й степени, которая проходит через эти 
точки и обеспечивает значения заданных кри-
визн в этих точках. Однако этот вывод оказы-
вается неверен в том смысле, что полученные 
формулы не обеспечивают получение цельной 
кривой Безье в виде формулы (7). Это происхо-
дит потому, что формулы (16), (17) и (20), (21) 
оперируют векторами, которые в разложениях 
покоординатно дают разные результаты. Так, 
например, имея значения x˝, y˝, z˝, что в сово-
купности дают вектор r˝, и, применяя формулы 
(17) и (21) отдельно по каждой координате x, 
y и z, получим различные значения весов точек 
r2 и r3 (т.е. w2 и w3) для различных координат.  
В связи с этим имеет смысл применять кривую 
Безье, которую можно назвать «рациональная 
координатно-разделенная кривая Безье», в фор-
муле которой веса точек разделены по коорди-
натам: wix ,wiy ,wiz .В этом случае рациональную 
кривую Безье (7) нужно рассматривать по каж-
дой координате отдельно:
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Рис. 1. Проектирование кривой по заданному графику кривизны
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Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: технічні науки

По окончании исследований была разра-
ботана компьютерная программа. Результаты 
ее работы представлены на рис.1. В качестве 
исходных данных были взяты три точки: 0(x=0, 
y=0), 1(x=50, y =0),2 (x=100, y=0) и заданы в 
них кривизны (k0=-0.38, k1=0, k2=-5.6), то есть 
график желаемой кривизны представлен в виде 
ломаной 0-1-2 (см. рис.1). На рис.1 видно, что 
результирующая кривая представлена в виде 
двух состыкованных сегментов рациональных 

кривых Безье. Результирующий график кри-
визны также определился в виде двух сегментов 
кривых.

Вывод. Полученные результаты дают возмож-
ность интерполировать точечно-заданную кри-
вую с заданными в них кривизнами криволиней-
ным обводом из сегментов рациональных кривых 
Безье 5-й степени. Дальнейшие исследования 
предполагается вести в направлении оптимиза-
ции формы кривой.
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СЕГМЕНТ РАЦИОНАЛЬНОЇ КРИВОЇ БЕЗЬЄ 5-ГО СТЕПЕНЯ  
ІЗ ЗАДАНИМИ КРИВИЗНАМИ НА КІНЦЯХ СЕГМЕНТУ

Пропонується моделювання криволінійного обводу сегментами раціональних кривих Безьє 5-го сте-
пеня за заданим точковим каркасом із заданими в них кривизнами і з забезпеченням безперервності 
кривизни уздовж обводу.

Ключові слова: поліноміальний сегмент, сегмент раціональної кривої Безьє 5-го ступеня, кривизна, 
перша і друга похідні, безперервність кривизни.

SEGMENT OF THE RATIONAL CURVE OF THE BINDER OF THE 5th DEGREE  
FROM THE STATED CURVATES AT THE END OF THE SEGMENT

It is proposed to simulate the curvilinear contour by segments of rational Bézier curves of the 5th degree 
from a given point skeleton with the curvatures given in them and with the continuity of the curvature along 
the contour.

Key words: polynomial segment, segment of the rational Bézier curve of degree 5, curvature, first and  
second derivatives, continuity of curvature.


