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Анотація: У статті запропонована математична модель 
медичного обслуговування населення із застосуванням 
дифузійно-немонотонного закону розподілу часу захворювань. 
Встановлена аналітична залежність коефіцієнту 
працездатності людини  від рівня її захворювань і основних 
характеристик системи медичного обслуговування: 
періодичності проведення диспансерних оглядів, тривалості 
лікування, якості постановки діагнозу у поліклініці і лікарні, 
ймовірності звернення за медичною допомогою, помилкових 
звернень за медичною допомогою. Показано існування 
оптимального періоду проведення диспансерних оглядів, при 
якому досягається максимальний рівень працездатності. 
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1. Постановка проблеми  
 
Для управління системою медичного обслуговування потрібно мати кількісний критерій 

її ефективності. Кількісний опис ефективності системи медичного обслуговування можливий 
при наявності математичної моделі її функціонування. Математична модель – це приблизний 
опис навколишнього світу за допомогою математичної символіки. Математичний опис 
системи медичного обслуговування вимагає наявності основних параметрів, які 
характеризують поведінку системи у певних умовах. Вибір основних параметрів медичного 
обслуговування займає важливе місце під час побудови математичної моделі. 

 
2. Аналіз останніх досліджень та публікацій 
 
Дослідженням системи медичного обслуговування населення присвячена велика 

кількість робіт. В роботі [1, 2] запропонована математична модель так званої диспансерної 
моделі медичного обслуговування населення. При побудові такої системи за модель 
захворювання населення можуть використовуватися різні закони розподілу захворювання 
людей. Найбільш простим є  експоненціальний закон розподілу. Такий закон досить добре 
моделює захворювання людей молодого віку. Для такого закону характерна постійна 
інтенсивність захворювання. Ця обставина суттєво обмежує застосування експоненціального 
закону розподілу для людей старшого віку. Вважається, що після приблизно 45 років 
інтенсивність захворювань людей зростає., тому що людина старіє. Для більш адекватного 
опису захворювань людей будь-якого віку потрібно використовувати інші закони розподілу, 
наприклад, логарифмічно-нормальний, закон Вейбула, дифузійні закони. Серед вказаних 
законів найбільш придатним, на наш погляд, є дифузійно-немонотонний закон розподілу. 
Зараз дифузійно-немонотонний закон розподілу вважається найбільш універсальним серед 
всіх відомих законів розподілу. Практичне застосування цього закону обмежується його 
складністю. 

 
3. Постановка завдання 
 
Категорії населення, які проходять регулярні медичні обстеження з метою визначення 

стану їх здоров’я, своєчасного виявлення можливого захворювання для його подальшого 
лікування є визначальними для побудови математичної моделі їх медичного обслуговування.  

Мета статті. розробка математичної моделі системи медичного обслуговування 
населення, яка передбачає проведення диспансерних оглядів, через невипадкові інтервали 
часу. Процеси переходу зі стану до стану будемо описувати за допомогою напівмарковського 
випадкового процесу., який вважається найбільш потужним математичним методом. 

https://paperssds.eu/index.php/JSPSDS/article/view/54/46
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Об’єктом дослідження є ефективність системи медичного обслуговування населення. 
 
4. Виклад основного матеріалу 
 
У зв’язку з рідкістю застосування дифузійно-немонотонного закону наведемо його 

основні характеристики: 

щільність розподілу  
 

2

222
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f t exp ,

tt t

 
  

     

                                                                  (1) 

функція розподілу     22
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ймовірність перебування людини у здоровому стані 
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математичне очікування  t   ; 

дисперсія                          2 2D t    ; 

коефіцієнт варіації            t   ; 

функція Лапласа              
21
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x t
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Для двомірного дифузійно-немонотонного розподілу математичне очікування 
називають параметром масштабу, а коефіцієнт варіації – параметром форми. Оскільки даний 
закон в наукових дослідженнях застосовується рідко, наведемо графічне зображення 
залежностей (1) – (4 ) відповідно. 

 

 
Рис.1. Функція розподілу часу захворювань для  

дифузійно-немонотонного розподілу. 
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Рис.2. Щільність ймовірності часу захворювання для  

дифузійно-немонотонного розподілу. 

 
Рис.3. Інтенсивність захворювань для  
дифузійно-немонотонного розподілу 

 

 
Рис.4. Ймовірність відсутності захворювань людини для  

дифузійно-немонотонного розподілу  
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З наведених на рис. 1–4 графіків видно, що залежності змінюються у відповідності до їх 

властивостей. Так, наприклад, функція розподілу змінюється від 0 до 1 і немає від’ємних 
значень при t < 0, що вигідно відрізняє цей закон, наприклад, від нормального закону. 
Ймовірність відсутності захворювань змінюється від 1 до 0. При цьому при збільшенні 
коефіцієнту варіації ν ймовірність відсутності захворювань зменшується повільніше, а мірою 
зменшення ν така залежність наближається до експоненціального розподілу. 

Щільність розподілу, як і для будь-якого закону, має властивість, що площа під нею 
дорівнює одиниці. Для кожного значення коефіцієнту варіації існує максимальне значення 
щільності ймовірності. Особливо яскраво це видно для ν=0,25. 

Залежність інтенсивності захворювань від поточного часу показує, що для ν = 0, 25  
інтенсивність захворювань  суттєво зростає при t > 8 місяців. Саме зростання інтенсивності 
захворювань до певної величини є характерною ознакою ДН – розподілу, що вигідно відрізняє 
цей закон , наприклад, від експоненціального і робить його придатним для моделювання 
захворювання людей. 

Таким чином, наведені на рис. 1–4 графіки основних характеристик ДН – розподілу 
показують, що всі вони відповідають вимогам, які до них пред’являються, і їх можна 
використовувати для моделювання. 

Будемо вважати, що для моделі, яка опублікована у роботі [1], відомі наступні 
параметри:  

параметр масштабу  μ = 12 місяців; 
параметр форми ν = 0,5; 

інтенсивність помилкового звернення пацієнта за медичною допомогою 









15

1
  

м

1
; 

інтенсивність проявлення пропущених під час диспансерного огляду захворювань 

10

1
пр

м

1
; 

період проведення диспансерного огляду Т=12м; 

тривалість перевірки стану здоров’я у поліклініці 41016,4  t м; 

тривалість перевірки стану здоров’я пацієнта у лікарні 1,0пt м; 

тривалість проведення профілактичних заходів у лікарні 23,0рt м; 

тривалість лікування пацієнта  після захворювання вt 0,6 м; 

достовірність постановки діагнозу пацієнту у поліклініці 

нгd =0,6; 

достовірність постановки діагнозу пацієнту у лікарні 8,0нгd ; 

ймовірність звернення пацієнта у разі захворювання за медичною допомогою  0,6; 

достовірність правильного визначення здорового стану пацієнта у поліклініці гd =0,9. 

Для отримання основних залежностей моделі необхідно визначити основні складові 
напівмарковського випадкового процесу, який однозначно визначається  матрицею 

перехідних ймовірностей та матрицею функцій розподілу тривалості переходу зі стану 7,1i  

до стану 7,1j , якщо відомий початковий стан випадкового процесу. Матриця перехідних 

ймовірностей для запропонованої моделі має вид  
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Обов’язковою умовою матриці перехідних ймовірностей є умова, щоб сума 
ймовірностей по кожному рядку дорівнювала одиниці. Для всіх рядків, крім першого, це 
очевидно Для початкових умов, що наведені вище, розраховані ймовірності ДН – розподілу 
для першого рядка матриці (5) дорівнюють 

 

12P 0, 1492           ; 13P 0,1222        ; 15P 0,1834        ; 16P  0,5452   . 

 
Таким чином, сума 116151312  PPPP , що для чисельного методу можна вважати 

цілком прийнятним. Визначимо матрицю функцій розподілу тривалості переходу зі стану 

7,1i  до стану 7,1j , 

Будемо вважати, що функції розподілу тривалості переходів дорівнюють:  
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Функція розподілу  tF 15  записана у вигляді інтеграла Стільт’єса – Лапласа, а  tF 16  і 

 tF 75  у вигляді інтеграла Рімана. 

Матрицю функцій розподілу часу перебування напівмарковського процесу у станах 
моделі можна представити у виді:  
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Коефіцієнт працездатності пацієнта може бути представлений у вигляді [3]: 
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де  Ti  – середня частота повернення марковського ланцюга до стану ie ; 

 Ti  – середній час перебування пацієнта у працездатному  стані; 

 Ti  – середній час перебування пацієнта  у i-му стані. 

 
Для нашої моделі середній час перебування пацієнта у працездатному стані буде 

дорівнювати:    ),,min(1 TMT л  . 

Решта   0Ti , 7 ,2i , тому що пацієнт  у цих станах знаходиться у непрацездатному  

стані. Математичне очікування тривалості одного кроку при переході зі стану ie  до стану je  

дорівнює: 
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де Fij(t) – закон розподілу тривалості переходу зі стану ie  до стану je . 

     Pij(T) – перехідні ймовірності матриці переходів. 
 
Значення частот  Ti  можна визначити з системи рівнянь Феллера [4]: 

     

  

























7

1

7

1

 ,
1

i

i

jiji

T

TPTT
j

ij





                                                    (9) 

 
Якщо всі стани ланцюга Маркова взаємопов’язані, то рішення системи (9) існує, воно є 

єдиним, при цьому 0)( Ti . 

Можна показати, що рішення системи рівнянь (9) з використанням ДН – розподілу 
дорівнюють: )(1 T =0,39492; )(2 T =0,05893; )(3 T =0,0659 )(4 T =0,14222; )(5 T =0,11329; 

)(6 T =0,2153; )(7 T =0,0585.. 

Можна переконатися, що сума всіх частот вектора  T  при використанні чисельного 

методу вирішення рівняння Феллера з достатньою для практики точністю дорівнює одиниці. 
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Далі використовуючи (8), визначимо середній час тривалості перебування пацієнта у 
станах напівмарковського процесу. Так у стані 

1e  він перебуває середній час 
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Використовуючи початкові умови, що наведені вище та функцію ДН-розподілу (2), 

отримаємо:  1,7)(1 T  міс, 33,0)(2 T  міс, 146.03 міс, 5,04  вt міс, 00042,0*

5  пt  

міс, 000416,06  
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 міс. 

Таким чином, вектор середнього часу перебування пацієнта  у станах напівмарковського 
процесу дорівнює: 

 

   7 ;000416,0 ;00042,0 ;5,0,0,146 ;0,33 ;1,7 ;; ; ; ; ; 7654321   .             (10) 

 
Далі визначимо середній час одного переходу напівмарковського процесу 

                     

     ttt

tttttttttttсер

7766

5544332211








.     (11) 

 

З урахуванням компонент вектора  T  та компонент вектора  T  згідно з формулою 

(11) визначимо   297,3Tсер міс. 

Далі визначимо коефіцієнт працездатності пацієнта. Для цього встановимо середній час 
перебування пацієнта  у стані 

1e : 

 
    пMT  ,min1  . 

 
Функція розподілу помилкових звернень за медичною допомогою дорівнює: 

  tetФ  1 . 

Тоді           dtetFdtetFT

T

tt

T

 


00

1 111   

З урахуванням (2) при зазначених вище вихідних даних отримаємо   5,61 T  міс., а 

значення коефіцієнта працездатності пацієнта  дорівнює  
 

   
 

784,011 



T

TT
К

сер

тв



. 

 
Це означає, що для початкових умов моделі обслуговування, які наведені на сторінці 5,  

серед 100 пацієнтів 78 будуть у працездатному стані. Якщо мова йде про одного пацієнта, то 
він протягом року 78% часу буде у працездатному стані. 

В подальшому планується показати залежність коефіцієнту працездатності від основних 
параметрів математичної моделі, а саме: періодичності проведення диспансерного огляду, 
тривалості відновлення стану здоров’я пацієнта, достовірності постановки діагнозу у 
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поліклініці і лікарні, параметру масштабу і форми дифузійно-немонотонного розподілу, 
ймовірності звернення пацієнта за медичною допомогою у разі захворювання.   
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работоспособности. 
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Abstract: The article proposes a mathematical model of medical care for the population using 
the diffusion-non-monotonic law of time distribution of diseases. The analytical dependence of the 
human health coefficient on the level of his diseases and the main characteristics of the health care 
system is established: the frequency of dispensary examinations, the duration of treatment, the quality 
of diagnosis at the clinic and hospital, the probability of seeking medical help, and false requests for 
medical care. The existence of an optimal period for conducting clinical examinations, at which the 
maximum level of efficiency is achieved, is shown. 
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