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В статье описано решение плохо обусловленной системы линейных уравне-
ний, описывающей процесс определения состава легкого бетона. Вычисле-
ны допустимые ошибки определения переменных. 

 
Постановка проблемы. В настоящее время отсутствует строго 

обоснованное решение задачи подбора состава легкого бетона. Извест-
ные методики [1, 7] являются в значительной мере эмпирическими, что 
приводит к неоправданному удорожанию конечного продукта и отсутст-
вию единообразия в технических решениях.  

В этих методиках не учитывается влияние погрешностей на конеч-
ный результат расчета и не рассмотрены способы определения их допус-
тимых величин. 

Анализ литературы. В [1] для определения составов легких бето-
нов рекомендовано применять следующую систему уравнений: 




















 ,ПКqЦ

;ВЦПK
ЦПK

1
                                  (1) 

где К, П, Ц, В – искомые величины расхода крупного (К) и мелкого (П) 
заполнителей на 1 м3 бетонной смеси; Ц – расход цемента; В – воды; q – 
эмпирический коэффициент;  – объемная масса бетона. После необхо-
димых преобразований, изложенных в указанном выше источнике, сис-
тема (1) может быть приведена к виду: 
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В этой системе известные величины а, b, g больше нуля. Так, как по 
физическому смыслу задачи ее решение должно быть неотрицательным, то: 
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или                                    .
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Условие (3) будет выполнено, если b < g < a, условие (4) будет вы-
полнено, если а < g < b. Очевидно, что если b  a, то решение утрачива-
ет физический смысл. Коэффициенты a, b и величину g определяют на 
основе экспериментальных данных, которым присуща естественная ме-
тодическая и случайная погрешность. Поэтому вместо системы (2) сле-
дует рассматривать систему: 
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Цель работы: решение системы (5) в аналитическом виде, приме-
няя методы теории некорректных задач [2]. 

Решение системы (5). Пусть: 
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Тогда вместо решения системы (4) следует искать решение системы  

  ,YAXAAE T                                          (6) 
где  Е – единичная матрица;  – параметр регуляризации,   0. 

Выполнив необходимые преобразования, получим, что: 
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В тех случаях, когда 0ba  , расчеты выполняют по формулам (3) и 
(4), в тех случаях, когда определитель системы (2) близок к нулю, расчеты 
следует проводить по формулам (7) – (9). В этом случае говорят, что систе-
ма (2) плохо обусловлена. Мерой обусловленности системы (2) примем N – 
число обусловленности матрицы А [3], которое определяют по формуле 
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В нашем случае получим, что: 
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В [3] отмечено, что величина N(A) имеет следующий вероятностный 
смысл. Примем, что неизвестные x i и коэффициенты aij суть случайные 
величины, имеющие конечные среднеквадратические отклонения xi и 
aij соответственно. В свою очередь погрешности определения этих ве-
личин имеют средние квадратические отклонения xi и aij. Тогда 
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Используя понятие эластичности [4] можно сказать, что N(A) явля-
ется эластичностью среднего квадратического ошибки переменной по 
среднему квадратическому ошибки коэффициентов.  

В случае, когда N(A) равно единице, следует независимость вели-
чины xi от величины aij. Для определения предельно допустимых по-
грешностей в определении значений величин х1, х2 (x1, x2) соответст-
венно, необходимо определить условие 
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где символом . обозначена евклидова норма соответствующего вектора. 

Отсюда получим, что  
 
 

 2ba
ab

gx 22
2

2





                                (14) 

или 
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(В – правая часть неравенства (14)). 
Из анализа условия (15) следует, что если  21 xx  , то 

B2/Bx 0,707 .                                       (16) 

Если же известно, что Kx/x 21  , то: 

K1/Bx2  ;     B1K/Kx1  .                         (17) 
Полученные решения, как следует из (7) – (9), являются функциями 

параметра  и требуемой точности их решения . 
Их определяют из условия, приведенного в [3]: 

  min,Y~X~A                                  (18) 
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где X~  – вектор оценок (7, 8) неизвестных, полученных при данном . Обо-

значим    2,1i  ,X~ i  , численные значения хi, полученные при данном . 
Тогда условие (18) примет вид: 
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Задавшись интервалами  21;  и  21; , условие (19) минимизи-
руют по переменным   и . 

Более подробно процедура минимизации описана в [5]. Вычислен-

ные при этом *
1x  и *

2x  будут оценками неизвестных величин х1 и х2, по-
лученными с требуемой точностью. 

В том случае, когда по технологическим условиям преобразование 
системы (1) к виду (2) нежелательно, используем следующий прием. 

Перепишем систему (1) в виде: 
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где ./1m  ,/1h  ,/1C цп    В этом случае получим систему двух ли-
нейных алгебраических уравнений с четырьмя неизвестными: К, П, Ц, В. 

Ее решение получим, используя метод интервалов [6]. Для этого 
введем вспомогательные неизвестные К(1), К(2), П(1), П(2), Ц(1), Ц(2), В и 
вспомогательную функцию F вида: 
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Минимизируя (21) по каждой из вспомогательных переменных и 
приравнивая соответствующие частные производные нулю, получим: 
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Примем, что К(1)*, К(2)*, П(1)*, П(2)*, Ц(1)*, Ц(2)*, В* – решение этой сис-
темы. Пусть Кmin – наименьшее значение, Кmах – наибольшее из пары К(1)*, 
К(2)*. Аналогичные обозначения введем для остальных неизвестных. 

Тогда решением системы (22) в смысле, указанном в [6], будет такое: 

maxminmaxmin ППП;KKK  ; 
*

maxmin BB   ;ЦЦЦ  . 

Выводы. 1. Получено в явном виде классическое решение плохо 
обусловленной системы преобразованных уравнений, описывающих 
процесс подбора состава легких бетонов. 

2. Получено интервальное решение этой же системы в исходном виде. 
3. В каждом из этих случаев определены допустимые погрешности 

переменных. 
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