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На основе метода континуальных интегралов в теории распространения 
волн в случайно-неоднородных средах получены в марковском приближении 
замкнутые уравнения для пространственно-частотных корреляционных 
функций волнового поля в среде с дельта-коррелированным полем флук-
туаций диэлектрической проницаемости, статистика которого произ-
вольна. 

 
Введение. Континуальные интегралы (КИ), введенные в математи-

ку Н. Винером как метод решения задач теории диффузии и броуновско-
го движения, в физической литературе называют также фейнмановскими – 
в честь Р. Фейнмана, использовавшего их для переформулировки кван-
товой электродинамики. Впоследствии метод КИ был успешно применен 
к широкому кругу задач и в настоящее время является одним из наибо-
лее мощных методов теоретической физики [1 – 8]. 

Применение КИ позволяет обосновать результаты, получаемые дру-
гими методами, выяснить пределы их применяемости и наметить способ 
вычисления поправок: если возможно точное решение, то метод КИ дает 
простой способ его получения. КИ особенно удобны в тех случаях, когда 
стандартная теория возмущений должна быть модифицирована, так как 
представляют собой достаточно гибкий математический аппарат, при-
способленный для такой перестройки и подсказывающий способ ее кон-
кретной реализации. 

На сегодня строгая математическая теория и корректное определе-
ние разработаны лишь для некоторых типов КИ. Математические вопро-
сы теории КИ изложены в [9, 10]. Однако в рамках теории возмущений, 
где достаточно использовать КИ специального вида – гауссовы, форма-
лизм КИ является вполне строгим, и полученные с его помощью резуль-
таты не нуждаются в дополнительном обосновании. 

В теории электромагнетизма метод континуальных интегралов ис-
пользовался для решения некоторых задач дифракции [11 – 14]. В тео-
рии распространения волн в случайно-неоднородных средах он был    
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впервые применен в работах [15 – 19] и получил дальнейшее развитие 
в атмосферной оптике – для описания слабых флуктуаций оптического 
излучения после прохождения через статистически однородную и изо-
тропную турбулентную атмосферу [20 – 23]. 

Преимуществом метода КИ является легкость включения в рас-
смотрение анизотропии, регулярной рефракции, неоднородности по од-
ной или нескольким координатам. Это и обусловило плодотворность его 
применения в акустике океана, где связь между пространственным и 
временным поведением определяется не гипотезой Тейлора о заморо-
женных флуктуациях, а дисперсионным уравнением для внутренних 
волн [24, 25]. 

Используя метод КИ, удалось рассмотреть случай насыщенных 
флуктуаций, когда нормированная дисперсия интенсивности (индекс 
мерцаний) с увеличением длины трассы распространения или интенсив-
ности флуктуаций среды достигает своего максимума. Были получены 
асимптотики высших моментов интенсивности волны, позволяющие су-
дить о распространении вероятностей интенсивности в режиме насыще-
ния [18 – 20]. 

В данной работе предпринята попытка применения метода КИ для 
исследования пространственно-частотных корреляций поля волны, рас-
пространяющейся в случайно-неоднородной среде. В силу чрезвычайной 
сложности таких задач выражения для пространственно-частотных мо-
ментов произвольного порядка обычными методами получить не удает-
ся, и остается вывод или поиск уравнений для этих моментов в надежде, 
что их удастся решить хотя бы численно. 

Целью данной статьи является получение замкнутых уравнений 
для пространственно-частотных корреляционных функций волнового 
поля в среде с дельта-коррелированным полем флуктуаций диэлектрической 
проницаемости, статистика которого произвольна, в приближении мар-
ковского случайного процесса. 

1. Формулировка задачи и основные допущения. Рассмотрим 
скалярную величину  t,rE


 – одну из компонент электромагнитного по-

ля (или давления – в задачах акустики). В предположении узкополосно-
го источника сигнала поле можно представить в виде 

    ,et,rEt,rE ti

  

где  – частота волны, а временной масштаб изменения E  много 

больше .1  
Распространение волн описывается волновым уравнением, в кото-

рое входит случайная функция координат: 
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В случае крупномасштабных (по сравнению с длиной волны) неод-
нородностях среды распространения одним из эффективных методов 
упрощения волнового уравнения является метод параболического урав-
нения [26, 27]. В рамках скалярного волнового уравнения Гельмгольца 
он эквивалентен приближению рассеяния вперед. Это приближение 
применимо к средам, которые медленно изменяются на масштабах по-
рядка длины волны вдоль некоторого выделенного направления и спра-
ведливо для малых углов распространения по отношению к этому на-
правлению. 

Кроме того, большинство приближенных методов решения стохас-
тического волнового уравнения предполагает малость флуктуаций 

 k;r


  [26, 28]. Это предположение, либо являясь основой метода (ма-
лых возмущений), либо позволяя решить приближенные уравнения 
(геометрической оптики, метода плавных возмущений) накладывает оп-
ределенные ограничения на применимость этих методов и не позволяет 
рассмотрение сильных флуктуаций волнового поля. 

Другой малый параметр – отношение продольного (вдоль направле-
ния распространения волн) радиуса корреляции флуктуаций  k;r


  к 

характерному продольному масштабу флуктуаций поля волны – использу-
ет приближение марковского процесса. Дельта-коррелированность поля 

 k;r


  по продольной координате позволяет исходя из параболического 
уравнения для комплексной амплитуды волн  rU


, но не решая его, по-

лучить замкнутые уравнения для моментов  rU


 без предположения о 
малости флуктуаций амплитуды волны. Поэтому считается, что марков-
ское приближение описывает и сильные флуктуации волнового поля, по 
крайней мере, тогда, когда можно пренебречь рассеянием назад. 

2. Метод континуальных интегралов для решения параболиче-
ского волнового уравнения. Поскольку поле в среде с крупномасштаб-
ными неоднородностями сосредоточено в узком конусе направлений, то 
его удобно представить в виде возмущенной плоской волны: 

    ).ikz(expt,rUt,rE


   При этом комплексная амплитуда волны, рас-
пределяющейся вдоль положительного направления оси z  в среде с ди-
электрической проницаемостью    ,k;r1r


  описывается парабо-

лическим уравнением  
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                     (1) 

где   – оператор Лапласа по поперечным координатам )y,x(


. Здесь 
и ниже для упрощения записи опущена плавная зависимость соответст-
вующих величин от времени (при необходимости ее можно восстановить 
в конце расчетов). Решение уравнения (1) для произвольных начальных 
условий записывается как 

     ,k;z,Uk;z,z,Gdk;z,U ooooo  


                      (2) 

где функция Грина  k;z,z,G oo


 удовлетворяет по первой паре аргу-
ментов тому же уравнению (1), но с начальным условием 
   ooo k;z,z,G 


. Уравнение (1) после очевидных преобразова-

ний ( 1k  – постоянная Планка,    rV2r


 ) совпадает с двумер-
ным уравнением Шредингера для частицы единичной массы, во внеш-
нем поле  rV


, что позволяет сразу записать выражение для 

 k;z,z,G oo


 в виде КИ [1]: 
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Интегрирование в (3) производится по всем двумерным траектори-
ям, удовлетворяющим граничным условиям oo )z( 


, 


)z( , а нор-

мировочный множитель N  находится из условия 
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где   
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o z2
ikexp

iz2
kk;z,G


 – функция Грина уравнения (1) для од-

нородной среды (при   0k;r 


). Для нашей задачи множитель N  
можно включить в обозначение меры:  

  .Dzd
N
1

z





 

Формулу (3) можно понимать как компактную запись бесконечного 
интеграла 
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где n211jjj ,...,,,    – разбиение интервала  z,zo  таким об-

разом, что z...z n1oo  , и oo 


, 


N . 
Поскольку будут рассматриваться пространственно-частотные кор-

реляционные функции, то в (1) – (4) явно выделена зависимость всех 
величин от частоты посредством )(kk  . В дальнейшем мы ограни-
чимся достаточно общим случаем, когда зависимость  k;r


  от k  явля-

ется мультипликативной:    r)k(k;r


 . 
В силу линейности соотношения (2) моменты комплексной ампли-

туды  k;rU


 очевидным образом выражаются через моменты функций 
Грина, удовлетворяя тем же уравнениям, но другим начальным услови-
ям. Поэтому будем рассматривать моменты 

     ,G...GG...Gz,k,,k,Г *
m

*
1n1ssppm,n 

                   (5) 

где  k;z,z,G ooppp 


, n...,,1p  ,  sooss
*

s k;z,z,G 


, m,...,1s  , а угло-

вые скобки обозначают усреднение по ансамблю реализаций флуктуа-
ций  k;r


 . Начальным условием для моментов (5) является 

         .z,k,,k,Г
n

1p

m

1s
ossoppossppm,n  

 

  

3. Среднее поле точечного источника. Начиная с простейшего из 
моментов (5), усредним выражение (3) для  k;z,z,G oo


 – по существу, 

поля точечного источника, расположенного в точке   oo z,


, и получим 
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2
ikexpz,k,Г o,1

z

z

2
o,1

o














  


                       (6) 

где  

         ;zzzhzzh)k(k
2
1z, oo,1 

                     (7) 



 140 

)z(h  – ступенчатая функция Хевисайда, а         rrrdiexp


 – 

характеристический функционал случайного поля  r


 . 
Как известно [26, 28], и как видно из (6), для того, чтобы для урав-

нения моментов m,nГ  были замкнутыми, поле  r


  должно быть дель-
та-коррелированным по z , т.е. его кумулянты иметь вид дельта-
функций по всем z-аргументам: 

        .zz...zzz,,...,Kr,...,rK n1n211n1nn1n  


 

Характеристический функционал представляется тогда в виде 
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          (9) 

Как видно из (9),   z
  является на самом деле функционалом от 

 z, 


 как функции только 


, а зависимость от z  входит параметри-
чески (такое обозначение введено для удобства сравнения с результата-
ми [28, 29]). 

Подставляя (7) в (9), а затем в (6), получаем 
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где  
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                  (11) 

Сравнивая (10) с (3), легко видеть, что  z,k,Г o,1 


 удовлетворяет 

уравнению (1), в котором  z,r


  заменено на  z,эф 


. Если флуктуа-

ции диэлектрической проницаемости являются однородными, то  
  n1n1n Kz,,...,K 


 и выражение (11) уже также не зависит от коор-

динат: 

.constK)k(
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                           (12) 
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Тогда соответствующий множитель в (10) можно вынести из-под 
знака континуального интеграла и, с учетом (4), получить  

      .zz
2
ikexpk;zzGz,k,Г oэфoooo,1 



 


               (13) 

Как легко показать, 0Im эф   и, следовательно, формула (13) 

описывает экспоненциальное затухание когерентной составляющей поля 
волны при распространении в случайно-неоднородной среде. 

Выражение (13) можно получить и непосредственно, решая уравне-
ние для  z,k,Г o,1 


 вида (11), в котором эф  дается формулой (12). 

4. Уравнения для корреляционных функций 1,1Г . Для получения 

1,1Г  усредним произведение двух функций Грина *
21GG , для каждой из 

которых используем выражение в виде КИ (3). В результате получим 
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где интегрирование ведется по двумерным траекториям с граничными 
условиями 1oo1 )z( 


, 2oo2 )z( 


, 11 )z( 


, 22 )z( 


, а функция 
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                (15) 

После подстановки (15) в (9) имеем 
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Выражение (14) с учетом (16) дает окончательный результат для 
1,1Г  в форме КИ, по виду которого сразу выписывается уравнение 
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где           ;k
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z2121 




 


,1  

2 – поперечный лапласиан по координатам 21, 


. 
5. Уравнения для корреляционных функций произвольного по-

рядка. Без существенных усложнений можно получить и уравнение для 
моментов произвольного порядка (5). Усредняя произведение 
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1n1 G...GG...G   и снова используя для каждого из сомножителей 

представление в виде КИ (3), получим 
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,D...DD,D...DD m1n1 


 
а интегрирование производится по всем двумерным траекториям со сле-
дующими граничными условиями: 

opop )z( 
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Подставляя (19) в (8), получим 

 

          .zkk
2
1zkk

2
1Qzdexp

z

z

m

1s
sss

n

1p
pppz

m,n

o 


























 



      (20) 

Формула (18) с учетом (20) дает выражение для m,nГ  в форме КИ, 
по виду которого можно сразу записать соответствующее уравнение: 
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6. Частные случаи. Полагая в (21) kk...kk...k s1n1  , 
придем к уравнениям для пространственных корреляционных функций 
[29]. В частном случае гауссова случайного поля  r


  уравнения (21) 

ранее были получены в [31,32]. 
Уравнения (21) очень сложны и, в отличие от случая пространст-

венных корреляционных функций, аналитически неразрешимы уже на-
чиная со случая 1mn   (17). 
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Для статистически однородного по поперечным координатам поля 
 r


 , когда    21212121 k,k;z,Qk,k;z,,Q 


, функцию 1,1Г  можно 
только факторизовать. Для этого в континуальном интеграле (14) сдела-

ем замену переменных 21 
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. Теперь переменные 

интегрирования в (14) разделяются: 
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где траектории  z


 и  z


 удовлетворяют граничным условиям: 
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С учетом (4) выражение (22) можно переписать следующим обра-
зом: 
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где функция  21 k,k;z,f 


 удовлетворяет следующим уравнению и на-
чальному условию 
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7. Обсуждение. Уравнения для моментов можно получить и другим, 
несколько более громоздким путем – преобразуя в интегро-диффе-
ренциальные и усредняя соответствующие стохастические уравнения, 
используя затем условие дельта-коррелированности для расцепления 
возникающих средних и, наконец, переходя обратно к дифференциаль-
ной форме записи. Даже последний шаг для пространственных корреля-
ционных моментов явился в свое время нетривиальной задачей. 
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Кроме того, при традиционном подходе использование обобщений 
формулы Фуруцу–Новикова вносит дополнительные трудности, суть 
которых в следующем. В физических задачах, описываемых системой 
дифференциальных уравнений первого порядка по выделенной (будем 
называть ее временной) переменной t с начальными условиями t = 0, 
статистические свойства решения в момент t определяются статистиче-
скими характеристиками случайного процесса )(z   при t0  , кото-
рые полностью описываются характеристическим функционалом 

 












 
t

0
)T(z)(diexp,t . 

В этом случае рассчитанные по формуле Фуруцу-Новикова средние 
]z[R)t(z   ( ]z[R  – некий функционал от )T(z ) претерпевают разрыв в 

точке tt  , обусловленный некоммутативностью операций предельного 
перехода tt   и разложения в функциональный ряд Тейлора.  

Сложность и трудность решения уравнений для моментов возраста-
ет с ростом их порядка: если уравнения даже для пространственных 
функций когерентности первого o,1Г  и второго 1,1Г  порядков решаются 

в общем виде, то аналитическое решение уравнения для более высоких 
моментов получить уже не удается. 

Использование КИ позволяет просто записывать как решения урав-
нений любого порядка (хотя конечно запись решений в виде КИ являет-
ся перенесением трудностей из одной области – решения уравнений в 
частных производных в другую, т.к. точно вычисляются КИ лишь спе-
циального вида – гауссовы), так и выражения для таких величин, кото-
рые не могут быть описаны замкнутыми уравнениями, избегая при этом 
введения лишних параметров. 

Так, например, можно получить замкнутое уравнение для функции 
когерентности  2,2Г , с помощью которого затем найти средний квадрат 

интенсивности  z,I2 
 . Однако, как уже указывалось, аналитически 

соответствующее уравнение не решается и содержит много излишних 

параметров, в то время как представление  z,I2 
  в виде КИ этих па-

раметров не содержит. Поэтому такая запись полезна для изучения 
асимптотических характеристик распределения вероятностей интенсив-
ности.  
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Кроме того, существует ряд задач (например, об отражении волны 
от препятствий в случайно-неоднородной среде [28]), в которых, по-
видимому, только функциональная запись решения позволяет получить 
ответ. 

Как известно, вне рамок марковского приближения, из уравнения 
(1) удается получить лишь цепочку связанных уравнений для статисти-
ческих моментов поля  rU


, в уравнения для низших моментов обяза-

тельно входят моменты более высоких порядков. Трудность решения 
этой цепочки уравнений связана с трудностью вычисления КИ общего 
вида. 

Обычно для расцепления цепочки и получения замкнутых уравне-
ний для моментов данного порядка принимаются определенные стати-
стические гипотезы о решении. При формулировке задачи в терминалах 
КИ такие статистические гипотезы проявляются как некоторые прибли-
жения для подынтегрального выражения, что позволяет проследить за 
характером приближений и определить пределы их применимости. 

Заключение. Таким образом, применение КИ сводит процесс вывода 
уравнений пространственно-временной корреляции к простому алгорит-
му: сначала получают само решение в форме КИ, а затем прямо по его 
виду записывают и уравнение. Разработка как приближенных аналитиче-
ских (типа ВКБ-приближения), так и численных [33 – 37] методов вычис-
ления КИ делает их дальнейшее применение весьма привлекательным. 

Авторы выражают признательность д.ф.-м.н. Виктору Кузьмичу 
Иванову за постоянное внимание и стимулирующие обсуждения. 
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