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Основным методом определения временного запаздывания между проявлениями 
одного и того же случайного процесса, пришедшего к наблюдателю по различ-
ным траекториям, является поиск максимума взаимной корреляционной функ-
ции. В работе рассчитано распределение вероятности оценки взаимной корре-
ляционной функции в зависимости от количества учитываемых пар точек, 
временного смещения между реализациями и степени их корреляции. 

 
Введение. Во многих задачах распространения волн исходный сиг-

нал s(t) может попадать к наблюдателю по нескольким траекториям. По-
скольку длины траекторий различны, временные изменения сигнала, 
повторяющиеся в каждом из каналов, усиливаясь на различные величи-
ны, регистрируются в приемнике с некоторым запаздыванием τ относи-
тельно друг друга. Кроме исходного сигнала в каждом из трактов при-
сутствуют свои собственные добавочные сигналы n(t), вызванные усло-
виями прохождения сигнала вдоль данной трассы и ошибками измере-
ний. Для двухканального распространения в дискретном представлении, 
когда моменту t соответствует i-е измерение, а сдвигу на τ отвечает 
смещение на j отсчетов, соотношение между входным s и выходными 
x и y сигналами принимает вид [1]: 

.n)ji(s)i(y;n)i(s)i(x yx      (1) 

где через α обозначено относительное усиление сигнала.  
В большинстве приложений можно считать, что шумы пх и пy не кор-

релируют между собой и с исходным процессом. Кроме того, без потери 
общности, можно принять, что они имеют нулевое среднее значение. 

Можно привести множество примеров распространения сигналов, 
описываемых формулой (1), из акустики, геофизики, радиофизики или 
астрономии [2]. Основным методом определения временной задержки 
является построение выборочной взаимной ковариационной функции 
двух наблюдаемых рядов [3]: 
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Смещение между двумя сериями k, при которых )N,k(R xy
  макси-

мально, принимается в качестве оценки временного запаздывания. 

Качественное поведение случайной функции )N,k(R xy
  несложно 

понять, если заметить, что при больших N она стремится к взаимной 
ковариационной функции ),k(R xy  которая в свою очередь выражается 

через автоковариационную функцию исходного процесса: 
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В последнем равенстве использовано предположение о стационар-
ности процесса. При k, равном временному запаздыванию j, автокова-
риационная функция Rхх(0) достигает своего максимального значения, 

равного 22 ss  . Отклонение k от j приводит к уменьшению корреля-

ции между сериями. При достаточно больших смещениях jk   значения 
x(i) и у(i + k) перестают коррелировать между собой и становятся неза-
висимыми, а взаимная ковариационная функция спадает до своего ми-

нимального значения 2
XY s)(R  . 

Если возможно проведение многих измерений с равномерными вре-
менными интервалами, то оценка ковариационной функции не представля-
ет больших сложностей [4]. Напротив, при небольшом количестве измерен-

ных пар точек N поведение случайной функции )N,k(R xy
  заметно отлича-

ется от усредненного значения )k(R xy  и может носить довольно изрезан-

ный, неравномерный характер. Случайные выбросы при произвольных зна-
чениях k вполне могут превысить значение максимума при k = j. Для анали-
за подобных ситуаций было предложено несколько различных методов, 
основанных на дискретной корреляции [5], линейной фильтрации [6, 7], 
спектральном анализе [8] и др. Однако полное определение вероятности 
попадания на истинный максимум возможно только на основе анализа рас-

пределения вероятностей случайных величин )N,k(R xy
  для каждой фикси-

рованной пары значений (k,N). Эти же распределения вероятностей исполь-
зуются и для разделения случайных величин при соседних k, т.е. для опре-
деления точности оценки временного запаздывания. 

1. Распределение вероятности в максимуме взаимной корреля-
ционной функции. Прежде всего, сделаем некоторые самые общие до-
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пущения о характере исходного процесса s(i). Предположим, что он яв-
ляется стационарным нормальным процессом с нулевым средним и еди-
ничной дисперсией. Отметим, что при нулевом среднем и единичной 
дисперсии ковариационная функция совпадает с нормированной корре-
ляционной функцией. В отсутствии шума при попадании на истинную 
временную задержку каждое слагаемое в сумме (2) представляет собой 
нормальную величину с плотностью распределения вероятности 

,e
2
1)x(f 2/x2


              (4) 

умноженную саму на себя. Несложно найти плотность распределения 
вероятности h(z) такой величины: z(х) = х2. Учитывая, что обратная 

функция z)z(x   двузначна, имеем (см., например [9]) 

.z0,ez
2
1)z(h 2/x2/1 


    (5) 

В сумму (2) входит N слагаемых с одинаковой плотностью вероят-
ности h(z). Для того, чтобы найти вероятность распределения суммы 
можно произвести N-кратную свертку слагаемых. Однако, удобнее вос-
пользоваться характеристической функцией )u(  для распределения h(z): 
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Характеристическая функция суммы N одинаковых слагаемых 
представляет собой просто произведение N характеристических функ-
ций каждого слагаемого, т.е. 

  .)iu21()u()u( 2/NN
N

    (7) 
Обратное фурье-преобразование от )u(N  дает плотность распре-

деления суммы из N квадратов нормально распределенных величин 
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Функция (8) является хорошо известным распределением 2
N  с N сте-

пенями свободы. В данном случае оно описывает плотность распределе-
ния вероятности произведения случайного процесса самого на себя или, 
другими словами, при нулевом сдвиге, т.е. в точке максимума. Первый и 
второй моменты M1, M2 распределения (8) удобно найти непосредствен-
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ным дифференцированием характеристической функции (7): 
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Отсюда дисперсия распределения равна σ2 = M2 – М1 2 = 2N. 
2. Распределение вероятности в минимуме взаимной корреля-

ционной функции. При больших временных сдвигах относительно друг 
друга случайные величины х(i) и у(i + k) становятся независимыми. Ка-
ждое слагаемое в сумме (2) представляет собой произведение двух нор-
мальных случайных величин YXZ  . Функция распределения Н(z) 
случайной величины Z может быть выражена через совместную плот-
ность вероятности f(х,у): 


)z(D

.dxdy)y,x(f)z(H    (11) 

Интегрирование проводится по области D(z), в которой yxz  . 
Учитывая функциональную зависимость z(х,у), имеем 
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Плотность вероятности h(z), являющаяся производной от функции 
распределения Н(z), получается с помощью дифференцирования инте-
грала (12) по верхнему пределу 
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или, выполнив интегрирование, 

),z(K1)z(h 0
            (14) 

где через Kv(z) обозначена модифицированная функция Бесселя третьего 
рода или функция Макдональда порядка . Выражение (14) описывает 
плотность распределения вероятности произведения двух независимых 
нормальных величин, с характеристической функцией 
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Характеристическая функция суммы из N одинаковых слагаемых 
получается возведением в N-ую степень выражения (15): 
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.)u1()u( 2/N2
N

    (16) 
Итоговая плотность распределения суммы вычисляется обратным 

фурье-преобразованием от (16): 
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Из выражения (16) для характеристической функции легко получаем 
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распределения (17). 
3. Распределение вероятности в произвольной точке взаимной 

корреляционной функции. В предыдущих двух разделах были рас-
смотрены два предельных распределения вероятностей в точках макси-
мума и минимума корреляционной функции. Перейдем теперь к рас-
смотрению распределения в произвольной точке. 

Допустим, что две серии наблюдений сдвинуты относительно друг 
друга на некоторую величину. Каждое значение сдвига характеризуется 
своим коэффициентом корреляции ρ, который является мерой статисти-
ческой зависимости между двумя рядами при данном смещении. При 
сдвиге равном величине запаздывания, коэффициент корреляции 1  и 
по отсчету в ряде X можно однозначно с вероятностью 1 предсказать 
соответствующее значение в ряде Y (в нашем упрощенном случае эти 
значения просто равны друг другу). При очень большом сдвиге изме-
ренные значения становятся статистически независимыми и 0 . Ко-
нечный, но не очень большой сдвиг, характеризуется своим значением ρ, 
лежащем в диапазоне 11  . Конкретный вид зависимости ρ от сме-
щения определяется автокорреляционной функцией исходного процесса 
s(t) и величиной шумовых добавок n(х) и n(у) в (1). 

Совместная плотность вероятности одновременного обнаружения 
зависимых значений х и у в двух сериях, определяется теперь двумер-
ным нормальным распределением вероятности 
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Распределение произведения yxz   можно получить по формуле (13): 
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После выполнения интегрирования находим плотность распределения 
вероятности произведения двух нормальных коррелированных величин 
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Распределения (5) и (14) являются частными случаями распределения 
(20) при значениях коэффициента корреляции ρ = 0 и 1 соответственно. 
Формулу (5) можно получить из (20), воспользовавшись асимптотическим 
представлением функции Макдоналда Кv при больших значениях аргумента 
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Перейдем теперь к вычислению характеристической функции )u(  
от h(z): 
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Окончательно получаем 
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Снова отметим соответствующие предельные случаи (6) и (15) для 
0;1 . Характеристическая функция суммы равна 
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Обратное фурье-преобразование от него дает искомую функцию: 
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Итоговое выражение (25) является основным результатом данной ра-
боты. Оно полностью описывает распределение вероятностей суммы (2) 
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для любого количества учитываемых пар измерений N и произвольных 
сдвигах серий относительно друг друга. Величина сдвига выражается че-
рез коэффициент корреляции ρ. Конкретный вид зависимости сдвига от ρ 
может быть установлен из априорных соображений или определяться экс-
периментально по измерению автокорреляционной функции процесса. 

 
Рис. 1. Зависимость степени корреляции от смещения между сериями 

(пунктирной линией показана дисперсия при учете 10 пар            
точек, а штриховой – при 100 измерениях) 

 
Обсуждение. На рис. 1 показана зависимость средней величины и 

дисперсии функции распределения (25) от смещения между сериями из-
мерений t  при различном количестве учитываемых пар измерений N. 
Для сравнения результатов с разными N все величины нормированы на 
максимальное значение корреляции, достигаемое при нулевом смеще-
нии, т.е. на N. Для определенности закон изменения корреляции от сме-
щения выбран как 2)texp(  . Из графика видно, что нормированные 
средние не зависят от количества учитываемых пар и совпадают с абсо-
лютно точным значением при N . В то же время относительная дис-
персия с увеличением N уменьшается, позволяя все точнее оценивать 
корреляционную зависимость. Примечательно, что дисперсия в макси-
муме корреляционной функции в  2  раз выше, чем в минимуме. 

Аналитическое выражение, получаемое по формуле (25), может быть 
использовано при исследовании целого ряда вопросов, связанных с поис-
ком сдвига между наблюдаемыми рядами. Например, при оценке вероят-
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ности возникновения ложных максимумов корреляционной функции или 
для расчета точности определения положения истинного максимума. Од-
нако необходимо все время учитывать условия, при которых оно было 
получено. Основным предположением, которое закладывалось при выводе 
(25), было условие независимости между суммированными парами сла-
гаемых. Такое условие выполняется только в ограниченном круге задач, 
например, если величина запаздывания намного меньше или значительно 
больше расстояния между парами измерений. В тех же случаях, когда эти 
величины сравнимы по значению, возможно возникновение существен-
ных корреляций между измеренными парами и результаты данной работы 
можно применять только с определенной степенью осторожности для по-
лучения качественных оценок поведения корреляционной функции. 
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