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В статье рассмотрена систематизация вейвлет-функций по наиболее су-
щественным признакам для проведения интегрального анализа. Выбран 
тип преобразования для решения конкретных прикладных задач. 
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Введение. Спектральный анализ в базисе вейвлетов очень хорошо 

интерпретируется в терминах традиционного преобразования Фурье и 
имеет целый ряд преимуществ, что обусловливает его все более широкое 
применение [1 – 6]. 

Переходу вейвлет-технологии от теории, безусловно важной, к широ-
кой  практике во многом содействует разработка программных инструмен-
тальных средств. Пожалуй, наиболее полные средства, позволяющие вы-
полнять практически все виды вейвлет-преобразований как в командном 
режиме, так и с помощью средств интерфейса пользователя (GUI), дает па-
кет расширения системы компьютерной математики (СКМ) MATLAB 
6.0/6.5 – Wavelet Toolbox, представляющий собой мощную и вполне завер-
шенную математическую компьютерную лабораторию [7 – 8]. 

При этом представленные в Wavelet Toolbox виды вейвлет-
преобразований достаточно сильно отличаются друг от друга и опреде-
лениями, и имеющимися свойствами, и кругом приложений, что требует 
для все более расширяющегося круга пользователей сведений по систе-
матизации наиболее распространенных на сегодняшний день разновид-
ностей выше указанных преобразований. 

Цель работы: систематизация вейвлет-функций (ВФ) по наиболее 
существенным для проведения спектрального анализа признакам, позво-
ляющая реально оценить многообразие конструкций вейвлетов и выде-
лить тип преобразования, предпочтительный для решения конкретной 
прикладной задачи в СКМ MATLAB. 

1. Выбор вейвлета. Базис вейвлетов – это функции времени (про-
странства) типа    t , где γ – параметр масштаба, τ – параметр 
сдвига. Параметры сдвига, сжатия или расширения меняются непрерыв-
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но с ограничением   0. Для практических приложений достаточно ус-
ловия   0. При этом переменная масштаба  может интерпретироваться 
как гиперболическое преобразование частоты  = 0 / , где 0 – посто-
янная, определяющая единицы измерения связанных переменных.  

Установившегося определения вейвлета не существует, и любая 
функция может стать вейвлетом, если характеризуется следующими 
принципиально важными свойствами: имеет вид короткого, локализо-
ванного во времени волнового пакета с нулевым значением интеграла; 
обладает возможностью сдвига во времени; способна к масштабирова-
нию (сжатию/растяжению); имеет ограниченный (или локальный) час-
тотный спектр; норма функции конечна. Разработан достаточно широ-
кий круг способов, позволяющих конструировать ВФ, множество кото-
рых становится трудно обозримым. 

В пакете Wavelet Toolbox 2.0/2.1 представлено полтора десятка ма-
теринских вейвлетов (при этом для ряда из них даны различные вариан-
ты), свойства которых, влияющие на возможности проведения спек-
трального анализа, предлагается классифицировать по признакам, све-
денным в табл. 1. Знаками (+) отмечено наличие классификационного 
признака. Характеристика признаков и их влияние на свойства декомпо-
зиции, восстановления, обесшумливания сигналов и других практиче-
ских приложений достаточно широко освящена в литературе, и их пояс-
нения выходят за рамки данной работы. 

В качестве возможных приоритетов для выбора конкретного вейв-
лета для спектрального анализа могут быть предложены свойство регу-
лярности, число нулевых моментов, число вейвлет-коэффициентов, пре-
вышающих некоторое пороговое значение, не говоря уже о требуемых 
вычислительных затратах. 

С точки зрения оценивания параметров спектра сигналов, т.е. обес-
печения высокой разрешающей способности по частоте, хорошая лока-
лизация в частотной области вейвлет-функций является одним из основ-
ных требований для эффективной оценки мгновенного спектра сигнала. 

Как отмечалось, чтобы быть вейвлетом, функция (t) должна иметь 
нулевую площадь и, что еще лучше, равный нулю первый, второй и т.д. 
моменты. Фурье-преобразование таких функций равно нулю при  = 0 и 
имеет вид полосового фильтра. В наибольшей степени для этих целей 
подходят базисные функции с компактным носителем в частотной об-
ласти и многократно дифференцируемые, так как. m-кратное дифферен-
цирование гарантирует затухание частотной характеристики как 1/ωm и 
определяет крутизну фронтов полосовых фильтров спектрального ана-
лиза. 
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При различных значениях γ будет сформирован набор (блок) поло-
совых фильтров, способных проводить анализ спектральных характери-
стик различных сигналов. Форма частотной характеристики фильтров 
полностью определяется спектральными свойствами базисных ВФ.  

 
Таблица 1 

Систематизация свойств вейвлетов СКМ MATLAB 
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Хаара haar – – – – + + + + + 

Гаусса gaus + – + – – – – – + 

Морле morl + – + – – – – – + 

Мексиканская  
шляпа 

mexh 
+ – + – – – – – + 

Комплексные  
Гаусса 

cgauN + – + – – – – – + 

Комплексные  
Морле 

cmorFb-Fc + – + – – – – – + 

Шеннона shanFb-Fc + – + – – – – – + 
В-сплайновые fbspM-Fb-

Fc + – + – – – – – + 

Мейера meyr + – + – – + + – – 
Дискретный  
Мейера 

dmey + – – – + + + + – 

Добеши dbN – + – + + + + + – 
Симлета symN – + – + + + + + – 
Койфлета coifN – + – + + + + + – 
Биортогональ-
ные 

biorNr.Nd – + – + + + – + – 

Обратные био-
ртогональные 

rbioNr.Nd – + – + + + – + – 
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Так, вейвлеты Мейера во временной области являются целыми 
функциями экспоненциального типа, поэтому имеют финитные преобра-
зования Фурье. ВФ Добеши обладают лишь конечным числом непре-
рывных производных, поэтому их Фурье-образ убывает как ׀ω׀–m при 
ω → ∞ (m – число непрерывных производных вейвлета, зависящее от 
порядка вейвлета). 

Часть вейвлетов может быть представлена в виде фильтров с конеч-
ной импульсной характеристикой (КИХ). В этом случае на основе тео-
рии цифровой фильтрации исключительно изящно и практически удобно 
представлять диадное вейвлет-преобразование (иногда его называют 
«дискретным»). При этом частоты настройки соседних фильтров отли-
чаются в два раза, а полоса пропускания фильтра линейно уменьшается 
с уменьшением центральной частоты (октавнополосная фильтрация). 

Это свойство вейвлет-фильтрации позволяет одновременно решать 
задачу спектрального оценивания в области высоких частот и высокого 
спектрального разрешения в области низких частот, что очень важно при 
исследовании процессов, спектральная плотность мощности которых рас-
пределена обратно пропорционально значению частоты ω–α, где α > 1. 

Важным свойством вейвлета является регулярность, определяющая его 
способность к очень точному анализу гладких функций. "Отбросить" гладкие 
полиномиальные зависимости и вскрыть потенциально присутствующие син-
гулярности позволяют вейвлеты, имеющие много нулевых моментов. 

В пакете Wavelet Toolbox представлен ряд вейвлетов, имеющих 
скейлинг-функции и обладающих свойством ортогональности. Это за-
метно облегчает анализ и дает возможность реализовать алгоритмы бы-
стрых вейвлет-преобразований. Однако и вейвлеты, которые свойствами 
ортогональности не обладают, практически полезны, например, при ре-
шении задач идентификации локальных особенностей сигналов. 

К сожалению, многие вейвлеты не имеют явного выражения, т.е. не 
могут быть записаны в виде одной аналитической формулы, что не спо-
собствует аналитическому исследованию свойств ВФ, однако дает воз-
можность разрабатывать иттерационные алгоритмы работы ЭВМ. 

2. Модельный эксперимент. Вейвлет-спектр ),(W   одномерного 
сигнала )t(s  представляет собой поверхность коэффициентов вейвлетно-
го преобразования в трехмерном пространстве. Способы визуализации и 
представления этой информации могут быть различными. 

По аналогии со спектром мощности преобразования Фурье можно 
ввести в рассмотрение интегральное распределение энергии по масшта-
бам вейвлетного преобразования 
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
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которое характеризует интенсивность всех пульсаций сигнала заданного 
масштаба. 

На рис. 1 показаны результаты 
применения вейвлетного преобра-
зования с различными базисными 
вейвлетами к сигналу 

)tfрsin()t(s 01 2 ,   
tnt  , n = 1, 2,… 

в виде отношения ZW = I(γ) / Imax(γ) 
с дальнейшим преобразованием 
координатной оси масштабов в ось 
частот. 

Интегральное распределение 
энергий по частотам в данном слу-
чае имеет один максимум, который 
совпадает со значением частоты  
f0 = 100 Гц. Однако результаты 
вейвлетного преобразования разли-
чаются достаточно существенно 
даже визуально для разных базис-
ных функций. Форму, наиболее 
приближенную к Фурье образу сиг-
нала, имеет преобразование, полу-
ченное с помощью вейвлета Морле. 
Кроме того, данный вейвлет облада-
ет хорошим частотным разрешени-
ем, а наличие явного выражения 
дает возможность проводить теоре-
тические исследования.  

На рис. 2 представлен энерге-
тический спектр сигнала, представ-
ляющего собой сумму трех синусо-
ид с одинаковыми амплитудами: 

)tsin()tsin(
)tsin()t(s
55022502

10022



,  

tnt  , n = 1, 2,…. 

Рис. 1. Относительное интегральное 
распределение энергии сину-
соидального сигнала частотой 
100 Гц для различных базис-
ных вейвлетов 

Рис. 2. Относительное интегральное 
распределение энергии сигнала, 
состоящего из суммы синусоид с 
частотами 100, 250 и 550 Гц. 
Сплошная линия – вейвлет-
преобразование с базисным вейв-
летом Морле, пунктирная – крат-
ковременное преобразование Фу-
рье с окном Ханна, длительностью 
32 отчета и перекрытием 50% 
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Для наглядности представления полученных результатов макси-
мальные амплитуды Фурье-спектра сигнала )(s€ 2  и его вейвлет-спектра 

приведены к единице.  
Спектральный образ каждой 

из составляющих сигнала, полу-
ченный с помощью оконного пре-
образования Фурье, имеет одина-
ковую конечную ширину, завися-
щую от свойств и ширины вы-
бранного во временной области 
окна. Ширина вейвлетного спек-
тра при неизменных параметрах 
материнского вейвлета является 
переменной величиной. 

Полученный результат имеет 
следующую трактовку. В терминах 
традиционного анализа сигналов 
фильтры, связанные с оконным 
преобразованием Фурье, можно 
назвать фильтрами с постоянной 
полосой пропускания, тогда как 
вейвлеты необходимо рассматри-
вать как фильтры с постоянной 
относительной полосой пропуска-
ния. В связи с этим,  с уменьшени-
ем средней частоты вейвлет-
анализа частотное разрешение 
увеличивается (рис. 2).  

Другая важная особенность 
вейвлет-анализа представлена на 
рис. 3. Временная реализация сиг-
нала (рис. 3,а) с линейно нарас-
тающей частотой содержит доста-
точно часто встречающиеся на 
практике случаи "промахов" в из-
мерениях, выраженные в виде 
скачка амплитуды на отсчете 
N = 300 и равенстве нулю измерен-
ного значения на отсчете N = 700: 

).700t(0)300t(2)t1502sin()t(s 2
3   

Рис. 3. Сигнал с линейно изменяющей-
ся частотой, имеющий сингулярно-
сти: выброс на отсчете N = 300 и 
равенство нулю на отсчете N = 700:  

      а) временная реализация;  
      б) спектрограмма (с окном Ханнин-

га 64 отсчета); в) скейлограмма  
      (базисный вейвлет Морле) 
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И если по внешнему виду сигнала скачки амплитуды можно легко 
определить визуально, то при большом наборе значений сигнала спра-
виться с задачей идентификации резкого уменьшения амплитуды сигна-
ла без специальных приемов невозможно. На рис. 3, б, в представлены 
результаты оконного Фурье-преобразования и вейвлет-преобразования в 
виде их проекций на плоскость "время-частота" с изоуровнями, позво-
ляющими проследить изменение спектра по изменению интенсивности 
окраски. С помощью спектрограммы (рис 3, б) можно определить нали-
чие резких изменений амплитуды сигнала, но не  удается точно их лока-
лизовать, так как спектр особенности сигнала рассредоточен по всей оси 
частот. Вейвлет-преобразование решает эту проблему. На рис. 3, в мож-
но не только определить наличие сингулярностей, но и точно локализо-
вать их местоположение. 

Таким образом, сравнение этих рисунков позволяет сделать заключе-
ние о высокой разрешающей способности вейвлет-анализа времени появ-
ления сингулярностей сигнала, особенно в высокочастотной области.  

Недостатком приведенных примеров спектрального анализ является 
его качественный уровень. В области использования оконного преобра-
зования Фурье существует ряд количественных показателей, характери-
зующих качество оконной функции, такие как ширина основного лепе-
стка на определенном уровне, величина ближайшего бокового лепестка 
и расстояние до него, паразитная амплитудная модуляция, потери ин-
формации и т.п.  

Отсутствие четких количественных критериев достоинств вейвлет-
функций с точки зрения их применения для решения определения час-
тотного состава измеряемого сигнала является существенным сдержи-
вающим фактором для более широкого распространения вейвлетного 
частотно-временного анализа.  

Выводы. Существует проблема высокой вариативности вейвлетно-
го спектра от вида материнской вейвлет-функции. При этом разнообра-
зие вейвлетов пакета Wavelet Toolbox резко расширяет круг решаемых с 
их помощью прикладных задач и делает такое решение творческим про-
цессом, требующим от исследователя определенных практических навы-
ков по интерпретации полученных результатов. 

В СКМ MATLAB существует достаточное разнообразие вейвлет-
функций , имеющих желательные свойства для проведения спектрального 
анализа: хорошая локализация в частотной области, возможность выбора 
явно выраженных базисов, многократная дифференцируемость, быстрые 
алгоритмы и систематизированные КИХ-фильтры для реализации вейв-
лет-преобразования. При отсутствии априорной информации о структуре 
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анализируемого сигнала рекомендуется начинать анализ с применения 
вейвлета Морле. При этом полученные результаты обладают достаточной 
степенью приближенности к оконному преобразованию Фурье и позволя-
ют выделять одновременно как основные характеристики сигнала, так и 
короткоживущие высокочастотные явления. Для решения практических 
задач более предпочтительным будет применение вейвлетов Добеши, по-
зволяющее интерпретировать результаты с позиций цифровой фильтрации 
и применять быстрые алгоритмы для расчета вейвлет-коэффициентов. 

Основным направлением дальнейших исследований в области ис-
пользования вейвлетного преобразования должно быть разработка коли-
чественных параметров для  вейвлетных функций, позволяющих более 
строго подходить к их выбору при решении задач спектрального анализа 
в различных приложениях. 
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