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Предложена методика организации оптимального по времени обмена, в со-
ответствии с которой разработан алгоритм и создан комплект программ 
для нахождения оптимальных последовательностей обмена между процес-
сорными элементами и моделирования их реализации в мультипроцессорной 
вычислительной системе (МВС). 
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Постановка проблемы. При организации мультипроцессорных вы-

числительных систем (МВС) с большим количеством процессорных 
элементов (ПЭ) возникает одна проблема, когда практически невозмож-
но обеспечить непосредственные связи между всеми ПЭ, а последова-
тельное соединение ПЭ друг с другом в устройствах типа сдвиговых ре-
гистров приводит к недопустимо большому времени реализации. Поэто-
му становится актуальной задача организации регулярной сети обмена 
между ПЭ, сравнительно просто реализуемой и оптимальной по времени  
реализации. 

Анализ литературы. Структура связей между ПЭ в МВС типа “n-мер-
ный гиперкуб” считается одной из наиболее удобных для реализации 
параллельных алгоритмов, эффективные примеры конкретных задач 
приведены в [1]. Поэтому рассматривается вопрос организации процесса 
оптимального по времени обмена данными между ПЭ в МВС, взаимные 
соединения в которой организованы по схеме “n-мерный гиперкуб”.  

Постановка задачи. Рассматривается вопрос организации процесса 
оптимального по времени обмена данными между ПЭ в МВС, взаимные 
соединения в которой организованы по схеме “n-мерный гиперкуб”. 
Критерий оптимальности, в соответствии с которым решается задача 
нахождения последовательности обменов между соответствующими ПЭ, 
определен следующим образом.  
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Пусть MZ – множество всех биективных отображений 
}1N,...,1,0{}1N,...,1,0{:f   для n2N  . Поставим во взаимно одно-

значное соответствие каждой вершине некоторого n-мерного гиперкуба, 
соответствующей ПЭ в МВС, число }1N,...,1,0{i   в качестве ее номера. 
Согласно определению гиперкуба обмен данными между двумя ПЭ возмо-
жен лишь тогда, когда номера соответствующих вершин отличаются только 
одним двоичным разрядом (в дальнейшем их будем именовать смежны-
ми). Предполагается, что соответствующие процессорные элементы имеют 
тот же номер.  

Будем говорить, что две смежные вершины (соответственно ПЭ) с 
номерами i  и j  имеют k-й индекс смежности, если имеет место 

k2ji  ,   1nk0  .               (1) 
В настоящем статье рассматриваются процессы обмена с опреде-

ленными ограничениями, сущность которых заключается в том, что од-
новременный обмен данными допускается лишь для ПЭ, имеющих оди-
наковый индекс смежности. 

Для каждого отображения MZf   реализацией RZ (f) его на n-
мерном гиперкубе будем называть некоторую последовательность взаим-
ных обменов данными между  парами его ПЭ (с учетом указанных выше 
ограничений), в результате которых в каждом ПЭ с номером i будут нахо-
диться данные, бывшие ранее в ПЭ с номером )i(f . Обозначим  RZ  мно-
жество всех таких реализаций, которые ставят в однозначное соответст-
вие каждому MZf   определенную реализацию RZ (f) на n-мерном ги-
перкубе. В этом случае RZ  можно рассматривать как некоторый алго-
ритм, согласно  которому строится каждая реализация RZ (f) для всех 

MZf  . Обозначим также через W  множество всех таких алгоритмов RZ . 
Пусть ))f(RZ(T  – время, необходимое для реализации RZ (f) ото-

бражения f на гиперкубе. В качестве критерия оптимальности по време-
ни реализации примем 

))f(RZ(TmaxminT
MZfWRZ

опт


 ,     (2) 

согласно которому для каждого MZf  , при оптимальной реализации 
оптT))f(RZ(T  , существует такое f , для которого оптT))f(RZ(T  , и для 

реализации которого дальнейшее уменьшение оптT  уже невозможно. 
Примем время параллельного обмена между смежными ПЭ за условную 
единицу. Тогда можно показать, что существует алгоритм оптRZ , обес-
печивающий выполнение (2), причем  1n2Tопт  . 
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Математические основы организации обмена данными в МВС. 
При такой постановке задачи удобным  математическим аппаратом для 
исследования и анализа процессов обмена оказывается теория групп [2], 
благодаря чему был обоснован алгоритм нахождения оптимальной реали-
зации, положенный далее в основу соответствующего пакета программ. 

В соответствии с этим для всех  2/Ni1   и nj1   обозначим 
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все транспозиции, соответствующие взаимному обмену данными между 
любыми двумя смежными вершинами гиперкуба, где [ a ] – целая чaсть 
числа a. (Отсюда следует, что j  – 1 здесь является индексом смежности 
для соответствующей пары ПЭ, а i – порядковым номером в множестве 
транспозиций с указанным выше индексом смежности). 

Введем далее для всех nj1   обозначение 
2/Т21
j,2/Nj2j12/N21j qqq),...,(Q   ,   (3) 

где }1,0{k   при 2/Nk1  , а e)ij(),ij()ij( 01  , где e  обозначена еди-
ница симметрической группы. Естественно, что (3) определяет подста-
новки, соответствующие всем допустимым одновременным взаимным 
обменам данными на гиперкубе. Отсюда следует, что подстановки типа 
(3) могут быть приняты в качестве порождающих элементов симметриче-
ской группы NS , каждый из которых соответствует одновременному вза-
имному обмену данными между ПЭ с одинаковым индексом смежности.  

Основной результат настоящей работы, представленный в терминах 
подстановок, состоит в том, что любая подстановка NS  (соответствен-
но любой обмен данными между ПЭ) может быть представлена в виде  

)(Q)(Q)(Q)(Q)(Q 111n1nnn1n1n11               (4) 
для соответствующих  векторов:  

)( j,2/Nj2j1j   для nj1  ;  )( j,2/Nj2j1j   для  1nj1  ,      

где }1,0{, ijij  , т.е.  

),,,(Q)(Q j,2/Nj2j1jjj   ;    ),,,(Q)(Q j,2/Nj2j1jjj   . 
Поскольку преобразования в группах с порождающими элементами 

типа подстановок ),...,,(Q 2/N21j   с неизвестными заранее значе-

ниями }1,0{i   в теории симметрических групп  не рассматривались, то 
целесообразно перейти к изоморфным им группам перестановочных 
матриц, для которых соответствующие преобразования можно заменить 
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обычными операциями умножения матриц. Изоморфизм этот устанавли-
вается заданием для каждой подстановки ),...,,(Q 2/N21t   переста-
новочной  NN-матрицы ),n(A  , где вектор )...( 2/N21  . Каж-
дый элемент ija  этой матрицы определяется как  


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 
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где  12mod)1i(2
2

1ik 1t1t
t 



 

  ;   – логическое отрицание (инвер-

сия) двузначной переменной  .  
Тогда соответствующий (4) результат может быть представлен в 

виде перестановочной NN-матрицы Y :  
  ),n(A),n(A),n(A),n(AY nn1n1n2211   

  ),n(A 1n1n ),n(A),n(A 1122  .                (5) 
Алгоритм оптимального обмена данными в МВС. Возможность 

представления (5) основывается на том, что для любой перестановочной 
NN-матрицы G  имеет место 

),n(A))H,1,1,1n(U)F,0,1,1n((U(),n(AG 11  ,       (6) 
где  F  и  H  – соответствующие  перестановочные N/2N/2-матрицы;    
и    –  некоторые  N/2-мерные векторы с двоичными компонентами; а 

)M,s,k,n(U  для любой nn 22  -матрицы M ijm  определяется как  

knkn 22   -матрица pqu , каждый элемент которой  равен 
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Нетрудно убедиться, что матрица, представленная в (6) выражением 
))H,1,1,1n(U)F,0,1,1n((U(  , позволяет однозначно выделить из нее 

матрицы F  и H , имеющие размерность 2/N . Поэтому разрешимость  (6) 
при заданном значении матрицы G  относительно матриц F  и H , а также 
векторов   и  , позволит, кроме определения значения векторов, свести 
задачу размерности N  к двум отдельным задачам такого же типа, но 
имеющим вдвое меньшую размерность. то дает возможность применить 
достаточно эффективный в вычислительной практике прием, известный 
под именем “разделяй и властвуй” [3], что в конечном итоге позволит све-
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сти задачу к 2/N  задачам размерности 2, решение которых достаточно 
тривиально. По  ходу такого решения будут также определяться и все век-
торы   и   из (5), что и является нашей основной задачей. 

Рассмотрим далее некоторые особенности решения  (6) относитель-
но ,H,F  и  . Естественно,  должны быть принципиально решены две 
задачи: 1) обосновать, что  уравнение (6) разрешимо для любых значе-
ний матрицы G ; 2) найти алгоритм нахождения  ,H,F  и   для любого 
значения матрицы G , в конечном итоге обеспечивающий оптимальное 
решение согласно критерия (2). Поскольку как элементы матриц F  и  
H , так  и компоненты векторов   и   принимают значения из множе-
ства }1,0{ , то естественным математическим аппаратом для решения (6) 
является булева алгебра. Будем представлять матрицу G  в виде  
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ij hfhf

hfhf
E ;                             (8) 

ijf  и ijh  – соответствующие элементы матриц  F  и  H . (Следует заме-

тить, что дизъюнкция в выражениях для каждого элемента матрицы ijE  

в данном случае идентична обычному арифметическому сложению).  
Тогда решение уравнения (6) относительно ,H,F  и   будет сво-

диться к решению системы 2
2

N
2
N4 





  булевых уравнений, полученных 

из (7) и (8). При традиционном подходе в случае выполнение  конъюнк-
ции в символьном виде  из-за ее экспоненциальной сложности  приводит к 
настолько громоздким выражениям, что практически их невозможно  реа-
лизовать для нетривиальных случаев. Для эффективного решения такой 
задачи следует воспользоваться методом сопровождающих функций [4], в 
данном случае представленными функциями трехзначной логики, кото-
рый, с одной стороны, позволяет показать, что (6) всегда разрешимо и, с 
другой стороны, дает возможность в общем виде найти некоторую после-
довательность определения всех ненулевых элементов матриц H,F  и всех 
значений компонент векторов   и   соответственно.  
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Алгоритм сводится к последовательному просмотру единичных эле-
ментов матрицы G  в следующем порядке. Пусть ранее на r-м шаге ( 1r  ) 
алгоритма рассматривался элемент 1gij   (для определенности примем 

сначала, что )2(mod01r  ). Тогда индексы следующего единичного 
элемента klg , подлежащего просмотру на (r +1)-м шаге, определяются как 

12mod)1j(2
2

1jl 



 

 ; 1)1l(gk 1   . 

(Предполагается, что для всех 1gj,i ij   эквивалентно )1i(g1j  ). 

При этом индексы соответствующих единичных элементов stf  и uvh  
матриц F  и H  соответственно будут равны:  
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Соответственно определяются  компоненты векторов:  
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Переход к очередному единичному значению 1gpq   на следующем 

(r + 2)-м шаге осуществляется для следующих значений индексов 

12mod)1k(2
2

1kp 



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 ;   1)1p(gq  , 

после чего процесс повторяется сначала до тех пор, пока не окажется 
ip  , где i – значение индекса первого единичного элемента матрицы 

G , с которого начинался данный процесс. Если при этом были перебра-
ны не все единичные элементы матрицы G , то процесс повторяется с 
новыми значениями индекса i , значение которого выбирается  как наи-
меньшее из числа индексов всех невыбранных ранее единичных элемен-
тов. Построение  алгоритма позволяет гарантировать, что такие явления, 
как зацикливание, при этом исключаются, и что алгоритм в любом слу-
чае приводит к решению (6). 

Оптимальность по времени в соответствии с принятым критерием 
обосновывается следующим образом. Рассматривается конкретный при-
мер обмена, которому соответствует некоторый элемент из симметриче-
ской группы NS , для которого можно показать, что представление его в 
терминах порождающих элементов  (3)  не может быть выполнено менее 
чем за 1n2   последовательных применений подобных подстановок.  С 
другой стороны, из представления (5) следует, что реализация любого 
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примера может быть выполнена за время, не большее, чем 1n2   шаг, 
откуда и следует оптимальность (5) в соответствии с принятым критери-
ем (2). (Время, меньшее времени 1n2   шагов, получается в том случае, 
когда для каких-либо j  имеет место Njj I),n(A   или  Njj I),n(A  , где  

NI  – единичная матрица порядка N ). 
Моделирование оптимального обмена данными в пакете Hyper. 

Рассмотрим далее структуру  пакета Hyper программ формирования и 
моделирования временных последовательностей оптимального по вре-
мени обмена данными между ПЭ. Кроме программ моделирования про-
цесса обмена, в пакет включены также средств автоматического форми-
рования поведенческой модели МВС во время обмена на языке VHDL 
(Very High Speed Integrated Circuit Hardware Description Language) [5], 
разработанного в США по заказу Министерства обороны и с 1987 года 
ставшего стандартом  IEEE Std 1076, а в настоящее время ставшего по 
существу международным стандартом. (VHDL позволяет описывать 
цифровые схемы с любой степенью детализации и практически любой 
сложности, начиная с простейших вентилей и кончая самыми мощными 
современными вычислительными комплексами).  

Исходными данными для пакета является информация о необходи-
мом перераспределении данных между ПЭ, заключенных в файле Readr, 
пример которого приведен на рис. 1.  

 

n = 3 
PR0  PR2 PR4 <= PR1 PR1  PR3   PR5 <= PR7 
PR2 PR5 PR7<=PR4 PR3 PR0 

 

Рис. 1. Файл  Readr 
 
В первой строке содержится информация о величине n , опреде-

ляющей размерность гиперкуба. В последующих строках находятся дан-
ные о необходимом перераспределении информации между ПЭ (обозна-
ченных как iPR  для 12i0 n  , где i – номер ПЭ). В результате чего, 
данные из правой части строк всех ПЭ должны перейти в соответствую-
щие ПЭ в левой части. Те ПЭ, в которых данные не изменяются, в файл 
не включаются. В исходные данные входит также файл Read_vhd, со-
держащий информацию, необходимую для генерирования модели на 
языке VHDL, которая будет рассмотрена несколько позже. 

Результатом работы пакета является информация об организации  
последовательности обменов в системе “гиперкуб” (файлы Abps  и 

1Mod ) и  соответствующая VHDL-модель.  
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Для моделирования процессов обмена должна быть выбрана соот-
ветствующая модель МВС хотя бы на поведенческом уровне. В настоя-
щей статье принят следующий вариант.  

МВС, организованная по типу “гиперкуб”, содержит n2N   ПЭ с 
номерами от 0  до 12n  . Каждый ПЭ с номером i  (в дальнейшем име-
нуемый как ПЭ i ) может обмениваться данными с n  другими смежными 
ПЭ j , для которых имеет место  (1), при этом в процессе обмена ПЭ i  в 
течение такта работы МВС получает данные из ПЭ j  и наоборот, в ПЭ j  
оказываются данные, ранее находившиеся в ПЭ i .  

После реконфигурирования МВС (в нашем случае настройки МВС на 
выполнение необходимого перераспределения данных между ПЭ) в каждом 
ПЭ i  запоминается следующая информация, служащая для выработки сиг-
налов управления процессом перераспределения информации в МВС: 
управляющий вектор iCPR , индивидуальный для каждого ПЭ, и два векто-
ра REZ  и VAC , общие для всех ПЭ. Все эти данные, необходимые для 
реконфигурирования МВС, содержатся в файле Abps ( пример файла Abps  
для  приведенного выше  исходного файла Readr приведен на рис. 2). 

 
n   3 

REZ :   0 0 0 1 
CPR0 :  1 1 0 0 CPR4 :  1 1 0 1 CPR1 :  1 1 0 0 
CPR5 :  1 1 0 0 CPR2 :  0 1 1 0 CPR6 :  0 1 1 1 
CPR3 :  0 1 0 0 CPR7 :  0 1 0 0 

Рис. 2. Файл  Abps 
 
Каждый вектор iCPR  содержит некоторое количество бит (не более 
1n2  ), соответствующее числу тактов работы МВС, наличие “1” в неко-

тором разряде которого свидетельствует о том, что в соответствующем 
такте происходит взаимный обмен данными ПЭ i  с каким-либо смежным 
ПЭ j , и “0” – об отсутствии любых обменов с данным ПЭ i . Вектор 
REZ (признак результата) содержит такое же количество бит, как и iCPR , 
в том числе и единственный единичный бит в последнем разряде, свиде-
тельствующий о том, что соответствующий ему такт является последним, 
а также, что в течении этого такта необходимое перераспределение дан-
ными между ПЭ будет  произведено. И, наконец, вектор VAC  для каждо-
го такта содержит информацию о значении k  из (1) в двоичном коде, т.е. 
косвенным образом задает информацию, какие именно ПЭ из числа отме-
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ченных единичными битами во всех векторах iCPR  должны обменивать-
ся данными друг с другом в текущем такте. Поскольку из (1) следует, что 
максимальное значение k  равно 1n  , то на каждом такте требуется 

1)]1n([log2   двоичных разрядов для представления k , т.е. при числе 
тактов, равной m , общая длина L  вектора VAC  составит 

 )1)]1n(([logmL 2 )1)]1n(([log)1n2( 2   
двоичных разрядов. Описанная выше поведенческая  модель МВС со-
вместно с файлом  Abps  является исходной информацией для моделиро-
вания ее работы в рамках пакета Hyper . Результаты моделирования за-
ключены в файле 1Mod , пример которого в соответствии с рассмотрен-
ными здесь исходными данными, приведен на рис. 3. 

 

MODELING OF TRANSFORMATION ON HYPERCUBE 
(dimension  N = 8 ) 

PR0 <  PR2 after DEL_OUT  PR4 <  PR1 after DEL_OUT 
PR1 <  PR3 after DEL_OUT  PR5 <  PR7 after DEL_OUT 
PR2 <  PR5 after DEL_OUT  PR7 <  PR4 after DEL_OUT 
PR3 <  PR0 after DEL_OUT 

Realization 
STEP  1      STEP  2 

PR0 <  PR1 after DEL    PR0 <  PR2 after DEL 
PR1 <  PR0 after DEL    PR1 <  PR3 after DEL 
PR4 <  PR5 after DEL    PR2 <  PR0 after DEL 
PR5 <  PR4 after DEL    PR3 <  PR1 after DEL 

STEP  3      PR4 <  PR6 after DEL 
PR2 <  PR6 after DEL    PR5 <  PR7 after DEL 
PR6 <  PR2 after DEL    PR6 <  PR4 after DEL 

STEP  4     PR7 <  PR5 after DEL 
PR4 <  PR6 after DEL 
PR6 <  PR4 after DEL 
DEL_OUT   4 * DEL 
 

Рис. 3. Файл  Mod1 
 

Файл состоит из двух частей. Первая часть повторяет файл R eadr , 
дополненный информацией о временной задержке OUT_DEL , спустя 
которую достигается необходимое перераспределение данных, и значение 
которой приводится в виде формулы в конце файла. Вторая  часть состоит 
из ряда шагов ,2STEP,1STEP  , общим числом не более 1n2  , в каждом 
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из которых в течении одного такта работы МВС, определенного соответ-
ствующей задержкой DEL , происходит взаимный обмен данными между 
смежными ПЭ, указанными в текстовой части каждого шага. 

Формирование VHDL-модели процесса обмена данными в паке-
те Hyper. Для генерации программы моделирования на языке VHDL мо-
дель МВС должна быть более детализирована. Так, конкретная длитель-
ность такта работы МВС задается в исходном файле Read_vhd величи-
ной Tp, представленной в численной форме в общепринятых единицах 
времени. Непосредственно такт задается  сигналами CLOCK , идущими 
с периодом Tp, каждый из полупериодов которого, может быть пред-
ставлен соответственно нулевым и единичным сигналом. Началом рабо-
ты МВС считается сигнал INSET  предварительной установки, после ко-
торого можно считать, что во всех  ПЭ находятся данные, подлежащие 
перераспределению. Предполагается, что в начале работы МВС сигнал 
INSET  в течении первого полупериода находится в единичном состоя-
нии, в то время как сигнал CLOCK будет находиться в нулевом. В про-
цессе моделирования предполагается, что в это время происходит зане-
сение исходных данных во все ПЭ. Для определенности здесь принято, в 
каждый ПЭ i  для всех 12i0 n   заносится код, равный i  соответст-
венно. Соответствующий файл vhd_adRe  приведен на рис. 4. 

 

Name  Tst_Pr  Tp  100 ns 

Рис. 4. Файл Read_vhd 

Генерируемая моделирующая программа на языке VHDL представ-
лена двумя файлами: vhd.nNet  (в нашем случае файлом vhd.3Net ) и 
файлом, имя которого (без расширения) в соответствии с идентификато-
ром Name указано в файле Read_vhd (т.е. в нашем случае файлом 

vhd.Pr_Tst ). Файл vhd.nNet  представляет собой программу на языке 
VHDL, описывающую структуру МВС с указанной выше степенью дета-
лизации. Естественно, что для всех МВС с одним и тем же значением n  
эти программы будут одинаковыми. Файл vhd.Pr_Tst  представляет про-
грамму на языке VHDL, описывающую сам процесс перераспределения 
данных во времени в МВС, структура, которой описывается в файле 

vhd.nNet  (в нашем случае файлом vhd.3Net ), в соответствии с исход-
ными данными, содержащимися в файле adrRe . В процессе моделиро-
вания в программе vhd.Pr_Tst  в качестве исходной информации ис-
пользуются данные, содержащиеся в файле Abps . Однако здесь вместо 
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векторов iCPR  для  12i0 n   используются n2 -компонентные векто-
ры CPA(j) того же назначения, где j  представляет собой номер такта, 
что соответствует параллельной обработке данных для всех ПЭ в каж-
дом текущем такте. Дополнительно ко всему пакет генерирует файл, имя 
которого также формируется на основе данных, хранящихся под иден-
тификатором Name (в нашем случае – файл do.run_tbPr__Tst ). Этот 
файл используется при работе в оболочке Active-VHDL vers. 3.2 и со-
держит в себе все данные, необходимые для моделирования на языке 
VHDL и формирования временных диаграмм работы МВС.  

Выводы. Для сетей обмена данными типа “гиперкуб” была предло-
жена методика организации оптимального по времени обмена, в соот-
ветствии с которой был разработан алгоритм и создан комплект про-
грамм для нахождения оптимальных последовательностей обмена между 
процессорными элементами (ПЭ) и моделирования их реализации в 
мультипроцессорной вычислительной системе (МВС). 

Для достоверности все результаты, как при непосредственном модели-
ровании в пакете Hyper, так и при формировании соответствующих программ 
на языке VHDL контролируются путем обратного преобразования в исход-
ные данные с последующим сравнением. Пакет разработан на языке C . 
Для более тщательного контроля соединений ПЭ в МВС в пакете предусмот-
рена опция автоматического формирования исходных данных, основанная на 
генерации псевдослучайных чисел по заданию пользователя. 

Пакет позволяет формировать и контролировать временные после-
довательности обменов в МВС, содержащей до 8192 ПЭ, а также форми-
ровать и контролировать соответствующие VHDL-модели в МВС, со-
держащей до 2048 ПЭ. 
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