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Запропоновано один з можливих підходів щодо використання математич-
ної моделі літального апарату при бафтингу для дослідження напружено-
деформованого стану просторових підкріплених оболонкових конструкцій, 
що базується на використанні метода скінчених елементів, метода зада-
них форм, та метода спектрального аналізу випадкових процесів. 
 
аеропружність, бафтинг, напружено-деформований стан 
 
Постановка проблеми. Вивчення явища бафтинга, відпрацювання 

ефективних заходів для боротьби з ним або врахування наслідків його 
впливу на ресурс літального апарату (ЛА) є одною з актуальних про-
блем, що виникають в процесі створення сучасної авіаційної техніки 
(АТ) та супроводження льотних випробувань (ЛВ). Окрім того, важливе 
значення мають питання підвищення інформативності ЛВ, прискорення 
обробки інформації та зменшення кількості випробувальних польотів. 

Яскравим прикладом актуальності цього питання є сучасний вини-
щувач F/A-22, бафтинг хвостового оперення (ХО) якого призвів до зрос-
тання економічного та технічного ризику програми створення літака 
взагалі. Згідно даних, наведених в [1], вартість ЛВ, пов’язаних з про-
блемою бафтинга, за минулий рік склала приблизно 750 міл. доларів. 

Задача дослідження напружено-деформованого стану (НДС) елеме-
нтів конструкції ЛА при бафтингу, як на стадії проектування так і при 
плануванні ЛВ, ускладнюється відсутністю достовірної інформації про 
характер і рівень навантаження. 

Стає зрозумілою необхідність створення розрахункових методів ви-
значення навантаження і НДС авіаційної конструкції (АК), які б дозволяли 
досліджувати функціонування об’єкта в умовах відривних режимів течії. 

Аналіз останніх досліджень. В статті [2] розглянуто рішення зада-
чі аеропружності ЛА при бафтингу. За допомогою чисельних методів 
нелінійної нестаціонарної аеродинаміки і рівнянь аеропружності дослі-
джувалися характеристики навантаження вертикального оперення (ВО) 
при польоті з випущеним гальмівним щитком (ГЩ). Застосування таких 
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спрощених моделей для дослідження динаміки та міцності конструкції 
дає можливість отримати обмежену інформацію про характеристики на-
вантаження елементів конструкції (частоти та форми власних коливань, 
вібраційні перевантаження та переміщення, інтегральні внутрішні зу-
силля по перетинах конструкції). Для дослідження динамічних власти-
востей та міцності конструкції сучасних ЛА необхідне створення пов-
номасштабних пружних моделей.  

В роботі [3] розглядається розрахунковий метод дослідження НДС та 
утомленої міцності АК, що піддаються акустичному впливу. Запропонова-
ний у цій роботі метод не може бути застосований для рішення зв’язаної 
задачі аеропружності при бафтингу. Однак слід зазначити, що при рішенні 
трьохвимірної задачі теорії пружності реальної конструкції (ХО сучасного 
літака) доцільно застосовувати комбінації метода скінченого елемента 
(МСЕ) та метода заданих форм, подібні до запропонованої в роботі [3].  

Таким чином, потреби практики проектування та проведення ЛВ 
вказують на необхідність створення методів розрахунку характеристик 
НДС елементів конструкції ЛА при бафтингу, які відзначалися б достат-
ньою точністю та надійністю, простотою застосування, та дозволяли 
скоротити витрати часу на виконання розрахунків. 

Формулювання цілей статті. Метою даної статті є висвітлення одного 
з можливих підходів до визначення навантаження та НДС елементів конс-
трукції ЛА при бафтингу. Підхід, що пропонується, поєднує у собі МСЕ, ме-
тод заданих форм та метод спектрального аналізу випадкових процесів. 

Виклад основного матеріалу. Одним з можливих шляхів зменшен-
ня витрат часу на виконання розрахунків, як при проектуванні так і при 
супроводженні ЛВ, є застосування математичних моделей (ММ) аероп-
ружності ЛА. Зрозуміло, що до складу ММ обов'язково повинен входити 
модуль аналізу НДС конструкції. 

Пропонується наступний підхід до визначення навантаження та НДС 
елементів конструкції ЛА при бафтингу, який можна поділити на такі етапи: 

1. Визначення власних частот та форм коливань за допомогою 
пружної (пластинчастої) схематизації ЛА, або його агрегатів (ВО і т. і.). 

2. Визначення характеристик навантаження за допомогою ММ ае-
ропружності ЛА при бафтингу. 

3. Створення статико-динамічної скінчено-елементної розрахунко-
вої схеми агрегатів конструкції ЛА (ВО). 

4. Формування граничних умов для агрегатів конструкції ЛА, з 
урахуванням результатів отриманих за допомогою пружної (пластинчас-
тої) схематизації ЛА. 

5. Отримання узагальненої матричної частотної характеристики (МЧХ), 
що пов'язує спектр Фур’є вектора узагальнених сил із спектром вектора на-
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пружень (деформацій). Вектор напружень (деформацій) складається з компо-
нентів тензора напружень (деформацій) в кожному скінченому елементі. 
Отримання МЧХ виконується з використанням МСЕ та метода заданих форм. 

6. Отримання матричної спектральної характеристики (МСХ) аеро-
динамічного впливу. При розрахунку спектра узагальнених сил викорис-
товуються пульсації тиску отримані при розв'язанні задачі аеропружнос-
ті ЛА при бафтингу. 

Розглянемо детальніше деякі окремі пункти цього підходу. 
Виконаємо дискретизацію конструкції, що розглядається, за допо-

могою МСЭ у вигляді лінійної динамічної системи. Для дискретизації 
доцільно використовувати об'ємні скінчені елементи, які дозволяли б 
розраховувати повний тензор деформацій (напружень) у будь якій обла-
сті конструкції. Будемо вважати, що зовнішні аеродинамічні сили роз-
поділені по поверхні конструкції, можна представити у вигляді двох 
складових (постійної та змінної). Завдяки лінійності системи вплив цих 
складових на НДС можна розглядати окремо, у вигляді суперпозиції рі-
шень, отриманих для кожного виду навантаження окремо.  

При статичних розрахунках з використанням універсальних про-
грамних комплексів ніяких ускладнень не виникає. Якість результатів 
залежить лише від точності відтворення геометрії конструкції при її 
схематизації та інформації про навантаження.  

Значно більш складною є задача про вимушені коливання. Аналіз 
НДС при вимушених коливаннях конструкції від дії періодичних неста-
ціонарних навантажень доцільно поділити на ряд етапів (задач, які пот-
ребують для свого вирішення менших витрат часу). 

Перш за все це визначення власних частот та форм коливань конс-
трукції агрегатів. У матричному вигляді система рівнянь для задачі на 
власні коливання конструкції, що записана в функціональному просторі 
узагальнених координат, наведена в роботі [3]. Особливістю вирішення 
цієї задачі, в межах підходу, є формування граничних умов для агрегатів 
конструкції ЛА, з урахуванням результатів отриманих за допомогою 
пружної (пластинчастої) схематизації ЛА. 

Далі виконується розрахунок МЧХ від дії нормованих навантажень. 
Під нормованими навантаженнями розуміється гармонічні навантажен-
ня, максимальне значення яких дорівнює одиниці.  

Система диференційних рівнянь для розрахунку вимушених коли-
вань запишемо у вигляді 

[ ] { } [ ] { } [ ] { } ( ){ }tF=UK+UD+UM k
 ,   (1) 

де ]K[ – матриця жорсткості конструкції в цілому, розміром N; ]M[ – 
матриця мас конструкції, розміром N; ]D[ k  – матриця конструкційного 
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демпфірування; { }U  – вектор переміщень вузлових точок конструкції; 
( ){ }tF  – вектор зовнішніх (динамічних) навантажень, що прикладаються 

у вузлових точках; N – кількість ступенів свободи. 
Будемо шукати рішення рівняння (1) у вигляді розкладання по фор-

мам власних коливань, попередньо виконавши їх нормування таким чи-
ном, щоб узагальнені переміщення являли собою фізичні переміщення 
обраних точок конструкції [3]: 

{ } zч~=U ,                                                   (2) 
де ~  – нормовані форми власних коливань; z  – узагальнені переміщення. 

Після підстановки (2) у рівняння (1) и ортогоналізації отримаємо: 
        tF~z~K~z~D~z~M~ TT

k
TT   ,           (3) 

де індекс Т означає операцію транспонування.  
Виконавши позначення відповідно до [3], отримаємо: 

 tFzKzDzM k
   ,                                   (4) 

де  K,D,M k  – узагальнені матриці мас, демпфірування та жорсткості 

відповідно; F  – вектор узагальненої сили. 
Переміщення вузлів пов'язані з навантаженнями, що прикладені в 

вузлах, за допомогою МЧХ   i  [4]: 

    1
k

2 KDiMi
  .                          (5) 

Тоді, за допомогою МЧХ та заданих навантажень можна знайти пе-
реміщення вузлів 

       iFiiz .                                     (6) 
Спектральний аналіз навантаження виконувався наступним шляхом. 

Неоднорідне поле пульсацій тиску  X,tp


 можна апроксимувати за до-
помогою суперпозиції полів пульсацій тиску в окремих точках поверхні: 

         tpXtpXX,tp T
k

N

1k
k  


,                   (7) 

де: X  – радіус-вектор довільної точки поверхні, що навантажується;   

k  – функція X , яка є k-м компонентом вектор-функції     XX k , 

k = 1, 2, ... , N;  tpk  – значення пульсацій тиску в k-й точці поверхні, і є 
k-м компонентом вектора     tptp k ;   t – час.  

Виконавши фінітне перетворення Фур’є вектора  tp  можна отримати 
матричну спектральну характеристику цього вектора  pS , що є матрицею, 
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яка містить авто та взаємні спектральні щільності його компонентів [4]. 
Запишемо рівняння (7) у частотній області. Тоді для двох довільних 

точок поверхні, розташування яких задається радіус-векторами X  та Z , 
взаємну спектральну щільність пульсацій тиску можна визначити як 

       ZSXZ,X,iS p
T

p  .                              (8) 

Взаємну спектральну щільність узагальнених сил 
nm FF

S виразимо за до-

помогою взаємної спектральної щільності пульсацій тиску  Z,X,iSp   [3]: 

        AddAZWXWZ,X,iSiS n
A A

mpFF nm
  


 ,           (9) 

де А – площа поверхні, що навантажується; mW  – нормальний прогин за 
m-ою нормованою формою власних коливань. 

Визначені таким чином взаємні спектральні щільності узагальнених 
сил по різних площадках навантаження (в межах поверхні, що наванта-
жується) є елементами узагальненої МСХ впливу. Тоді, використовуючи 
рівняння (6), можна отримати МСХ тензора напруженого стану, елемен-
тами якого є взаємні спектральні щільності компонентів напружень [3]. 

Ідентифікація розглянутої частини підходу, що пропонується, виконува-
лась шляхом порівняння з експериментальними даними отриманими в [5].  

При моделюванні реакції квадратної панелі її розміри, матеріал та 
умови закріплення приймалися згідно даних [5]. Коефіцієнт конструкцій-
ного демпфірування обраний 0,09, згідно даних [5], що дорівнює середній 
величині коефіцієнтів демпфірування отриманих експериментально.  

В табл. 1 наведені результати порівняння частот на яких в експеримен-
ті спостерігався резонанс при вимушених коливаннях панелі типа А1 ( [5]), 
та власні частоти отримані шляхом розрахунку. 

 
Таблиця 1 

Порівняння розрахункових та експериментальних частот 

  № резонансного піка 1 2 3 4 
  Частота (експеримент), Гц 190 410 580 745 
  Частота (розрахунок), Гц 211,9 433,5 630,5 780 

 
На рис. 1 зображені згладжені спектри деформацій (експеримента-

льний та розрахунковий) панелі типа А1 при рівні звукового тиску 140 
Db, в діапазоні частот 100 – 800 Гц. Слід зазначити, що при розрахунках 
використовувався згладжений (осереднений) спектр звукового тиску. 

Дані, наведені в табл. 1 та на рис. 1, свідчать про задовільну відповід-
ність результатів отриманих експериментально та розрахунковим шляхом. 
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Висновки. В даній статті розглянуто один з можливих підходів до ви-
значення навантаження та НДС підкріплених оболонкових конструкцій ЛА 
при бафтингу. Наведено порівняння результатів моделювання з експеримен-
тальними даними. За-
пропонований підхід 
дозволяє розраховува-
ти різноманітні елеме-
нти конструкції літака, 
виконати аналіз якості 
проекту та виявляти 
небезпечні резонансні 
режими роботи. Може 
використовуватися для 
визначення слабких 
місць АК, що підляга-
ють контролю при 
проведені ЛВ, визна-
чення необхідної кіль-
кості та схеми розта-
шування вібраційних і тензометричних датчиків, а також датчиків ресурсу. 

Слід зазначити, що викладений підхід може використовуватися у 
межах лінійної реакції конструкції на зовнішнє збурення. Однак при ви-
соких рівнях акустичного навантаження можливий і нелінійний відгук 
конструкції, або її окремих елементів. Отже вирішення цього питання є 
перспективою для подальших досліджень явища бафтинга АК. 
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Рис. 1. Амплітуда відносних деформацій: 
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