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С учетом погрешностей исходных данных строится математическая модель 

комбинаторной оптимизационной задачи размещения, в которой размещае-

мые ориентированные объекты и область размещения имеют простран-

ственную форму прямоугольного параллелепипеда. Учет погрешностей осу-

ществляется на основе использования элементов интервальной геометрии. 

 

комбинаторная оптимизационная задача размещения, ориентированные 

объекты, пространственная форму прямоугольного параллелепипеда 

 

Введение. При решении оптимизационных задач проектирования [1] 

учитываются их геометрические особенности: начальные данные, включа-

ющие информацию о формах, размерах геометрических объектов, техноло-

гические ограничения при размещении этих объектов, а также функцию 

цели данной оптимизационной задачи. В реальном мире все измерения вы-

полняются с некоторыми погрешностями. 

Моделированию и решению идеализированной (без учета погрешно-

стей) оптимизационной задачи размещения параллелепипедов посвящены, 

например, работы [2, 3]. Однако математические модели идеализированных 

задач не являются адекватными и не отражают важных особенностей зада-

чи в исходной постановке. Поэтому получаемое решение, в общем случае, 

является лишь допустимым решением. В данной работе предлагается под-

ход к учету погрешностей на основе применения таких понятий интерваль-

ной геометрии [4, 5], как интервальная прямая, интервальная гиперплос-

кость, интервальный параллелепипед, интервальное касание и интервальное 

расстояние между выпуклыми интервальными многогранниками, а также 

понятия элементарного интервального отображения. 
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Кроме того, оптимизационная задача размещения параллелепипедов 

рассматривается как комбинаторная оптимизационная задача, что позво-

лит в дальнейшем для реализации ее математической модели использо-

вать известные методы комбинаторной оптимизации.  

Постановка задачи. Рассмотрим оптимизационную задачу геометриче-

ского проектирования [1] в следующей постановке. Пусть имеется конечный 

набор ориентированных прямоугольных параллелепипедов (в дальнейшем, 

«параллелепипедов») 3
i nP R , i J {1, 2, ..., n}   , которые однозначно опре-

деляются кортежами геометрической информации вида i i i i ig {P ,(a ,b ,c )} , 

ni J , и область 3
0P R  длиной 0a , шириной 0b  и переменной высотой 0c . 

Пусть длина ia  параллелепипеда iP , i Jn  имеет исходную по-

грешность 
ia  по оси абсцисс, ширина ib  – погрешность 

ib  по оси ор-

динат, высота ic  – погрешность 
ic  по оси аппликат. Длина 0a , ширина 

0b  области размещения 0P  заданы с погрешностями 
0 0a b,   соответ-

ственно, причем выполняются неравенства 0 i 0 i na a , b b , i J   . 

В данной работе полагаем, что справедливы соотношения:  

i i na a, b b, i J    .                                     (1) 

Параллелепипеды i nP , i J  ориентированы так, что их основания 

параллельны основанию параллелепипеда P0. Полагаем, что начала соб-

ственных систем координат параллелепипедов 0
i nP , i J  расположены в 

вершинах нижнего основания 
i i i

0
a b c n( 0, , 0, , 0, ), i J           и при раз-

мещении параллелепипедов допускается лишь трансляция параллелепи-

педа i nP , i J  на вектор 3
i i i iu (x , y ,z ) R  . Параллелепипед i nP , i J ,  

с параметрами размещения iu  обозначим i iP (u ) . 

Замечание 1. Под величиной c0 будем понимать число 

n

0 t i
i 1,i t

c max c , c
 

  
  

  
 , где t i

1 i n
c max c

 
 . 

Замечание 2. В данном исследовании считаем, что погрешность 
0cv  за-

дания 0c  равна нулю, т.е. 
0cv 0 . 

Замечание 3. Не нарушая общности рассуждений, полагаем, что 

выполняются соотношения: 

i i i

0
a b c i n0 ν a; 0 ν b; 0 ν c , i J           , 

где значение числа   (0, 1)  R
1
  характеризует точность задания ис-

ходных данных и зависит от конкретной задачи.  
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Необходимо, приняв во внимание погрешности исходных данных и 

исходя из особенностей задачи (все параллелепипеды имеют одинаковую 

длину a и одинаковую ширину b), выполнить разбиение области размеще-

ния P0  R
3
 конечным числом плоскостей, параллельных кординатным плос-

костям xOz  и yOz  на максимально возможное число подобластей, имеющих 

форму параллелепипеда, с метрическими характеристиками (a, b, c0), и раз-

местить множество параллелепипедов Pi, i  Jn, в полученных подобластях 

таким образом, чтобы высота h занятой части области P0 и ее погрешность vh 

достигали своего минимального значения (h
*
, vh

*
). 

Для формализации задачи рассмотрим некоторые понятия и опре-

деления. Учитывая гомеоморфизм евклидова пространств R
2
 и расширен-

ного пространства центрированных интервалов sI R  [4], установим биек-

цию между точками интервального пространства 3
s s s s  I R I R I R I R  [6] и 

исходными данными задачи следующим образом: 

2
x x sR (x, ) x,     I R ;                                       (2) 

6 3
x y z x y z sR (x, , y, ,z, ) ( x, , y, , z, )              I R . 

Тогда соответствия между элементами множества исходных данных 

и элементами пространства sI R  будут иметь вид: 

i i i ii a i a i i b i b i(a , ) a , A , (b , ) b , B                ; 

i i

0
i c i c i n n(c , ) c , C , i {0} J J          . 

За интервальный ноль примем s0,0  0 I R . 

Тогда, как следует из постановки задачи, а также в соответствии с 

отношением линейного порядка в пространстве sI R  [4, 5] 

x yX , : X Y (x y) ((x y) ( ))s sY            I R I R  

справедливы следующие интервальные неравенства [4, 5]: 

0
i i i n; B ; , iA C J         0 0 0 . 

Замечание 4. С учетом замечания 3 поставленная задача рассматривает-

ся на множестве 3
s1 s1 s1 s   Ω I I I I R , где 

s1 s1 x s xint { x, x 0}      I I I R . 

Пусть, следуя работе [7], на множестве 
3
sΩ I R  задана интерваль-

ная метрика вида: 

2 2 2
1 2 x 1 2 y 1 2 z 1 2(U ,U ) ( X , X ) ( Y , Y ) ( Z , Z )              ρ ρ ρ ρ          (3) 

где 
1 2x 1 2 1 2 x x( X , X ) x x ,       ρ ; 

1 2y 1 2 1 2 y y( Y , Y ) y y ,       ρ ; 
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1 2z 1 2 1 2 z z( Z , Z ) z z ,       ρ  – интервальные расстояния [7] по 

осям O(X), O(Y) и O(Z) соответственно между точками: 

i i i

3
i i i i i x i y i y sU ( X , Y , Z ) ( x , , y , , y , )                 I R , i 1, 2 ; 

 1 2 sX , X   I R ; 1 2 sY , Y    I R ; 1 2 sZ , Z   I R . 

Рассмотрим в 3
sI R  интервальную гиперплоскость [9] 3

sΠ I R , ко-

торая задается интервальным уравнением 

(a X ) (b Y ) (c Z ) D             0 ,                      (4) 

где 3
sU ( X , Y , Z )       I R ; 

1a,b,c R ; d sD d,     I R ; 

X ,    если  0;
( X )

X ,    если  0;

    
     

     

, 1
sR ,   X   I R . 

Интервальное уравнение (4) назовем нормальным интервальным 

уравнением интервальной гиперплоскости, если 2 2 2a b c 1    и D   0 . 

На основании определения ориентированной поверхности в ариф-

метическом евклидовом пространстве 3R  введем определение ориенти-

рованной интервальной поверхности в интервальном пространстве 3
sI R . 

Определение 1. Интервальное уравнение 3
s(U) , U ω 0 I R  назовем 

ориентированным интервальным уравнением интервальной поверхности 
3
sF I R , если функция (U)ω  определена на некотором множестве 

3
sΩ I R  и знаки значений функций противоположны на интервальных 

множествах   F Ω  и  F Ω , то есть 1 2(U ) (U ) ω ω 0  для любых 

1U F  и 2U F ,   frF frF F , где frF  – интервальная граница. 

Составим два интервальных множества: 

: (a X ) (b Y ) (c Z ) D 0               Π ; 3
s

 Π I R ; 

: (a X ) (b Y ) (c Z ) D 0               Π ; 3
s

 Π I R , 

на которые интервальная гиперплоскость 3
sΠ I R , заданная интерваль-

ным уравнением (4), разделяет интервальное пространство 3
sI R .  

Понятно, что ,  Π frΠ Π frΠ , здесь frM  – интервальная граница 

[5] интервального множества 3
sM I R . Нетрудно проверить, что интерваль-

ное уравнение (4) удовлетворяет требованиям определения 1 на множестве 

3
sΩ I R  и его можно считать ориентированным нормальным интервальным 
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уравнением интервальной гиперплоскости 3
sΠ I R . Чтобы изменить ориен-

тацию гиперплоскости, заданной  (4), необходимо привести его к виду: 

( a X ) ( b Y ) ( c Z ) D                0 . 

Пусть j(U) χ 0 , 6j J  – ориентированные нормальные интервальные 

уравнения интервальных гиперплоскостей Пj, участвующих в формировании 

интервальной границы frP  интервального параллелепипеда 3
sP I R . 

Тогда frP  определяется интервальным уравнением 

(U) χ 0 ,                                           (5) 

где                                          j
j 1,2,...,6

(U) max (U)


χ χ .                                   (6) 

Определение 2. Интервальным параллелепипедом 3
sP I R  называе-

тся интервальное множество, точки которого удовлетворяют условию 

(U) χ 0 . Иначе, 

3
s( \ cl ) P I R P frP ; 3

s{U (U) }  P I R χ 0 ,                  (7) 

где (U)χ  определяется выражением (6). 

В арифметическом евклидовом пространстве 3 3
sR  I R  выражения 

(5) – (7) определяют параллелепипед длиной ia , шириной ib , высотой 

ic , начало собственной системы координат которого находится в вер-

шине его нижнего основания. 

Составим ориентированные интервальные уравнения ij(U) χ 0  ин-

тервальных гиперплоскостей ijΠ , n 6i J , j J  , участвующих в формиро-

вании интервальной границы интервального параллелепипеда iP : 

i1 i( X , Y , Z ) X A           χ ; i2 i( X , Y , Z ) Y B           χ ; 

i3 i( X , Y , Z ) Z C           χ ;    
ii4 a( X , Y , Z ) X 0,            χ ;    (8) 

ii5 b( X , Y , Z ) Y 0,            χ ; 
ii6 c( X , Y , Z ) Z 0,            χ . 

Тогда в качестве математической модели параллелепипеда 3
iP R , 

0
ni J  длиной ia , имеющей исходную погрешность 

ia  по оси абсцисс, 

шириной ib , имеющей исходную погрешность 
ib  по оси ординат, и 

высотой ic , имеющей исходную погрешность 
ic  по оси аппликат, мо-

жно принять интервальный параллелепипед 
3 3

i s i i s( \ cl )  P I R P frP I R , 

0
ni J , который задается выражениями (6)  – (8). 
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На основе отношения линейного порядка в пространстве sI R  [2] и по 

аналогии с определением минимума конечного набора элементов простран-

ства sI R  определим максимум множества элементов пространства sI R . 

Определение 3. Максимумом конечного набора элементов про-

странства sI R  называется *
sX I R : 

*
j 1 2 nX X max { X , X ,..., X }            , nj J , 

где 
j

* *
j i x x

i 1,2,...,n
X x x max {x }, 


          , если i j nx x , i j, i J   , 

j

* *
j x x xii 1,2,...,n

X x x , max { }


           , если *

1 2 nx x ... x x    , 

j

* *
j x x xitt 1,2,...,m

X x x , max { }


           , если 

1 mi i t n
*x ... x x , i J , m n     . 

Пусть i n
1 i n

A max A , J
 

  , i n
1 i n

B max B , J
 

   – максимумы 

конечных множеств 1 2 n{ A , A ,..., A }  и 1 2 n{ B , B ,..., B }, 

i i sA , B I R , i Jn  берутся в соответствии с определением 3. Исходя 

из условия (1), имеем третий случай в определении максимума конечно-

го набора элементов пространства sI R . 

Осуществим разбиение основания параллелепипеда 0P  на p k m   

интервальных прямоугольников, где число k и m интервальных полос по 

координатным осям O X   и O Y   соответственно, основываясь на вве-

денной в sI R  операции интервального деления [2] и определении целой 

части интервального числа [9], вычисляются по формулам: 

 min maxk k ,k ;  min maxm m ,m ; 

0 0min 0 a a max 0 b bk (a ν ) (a ν ) ; k (b ν ) (b ν )
 

   
   

     ;   (9) 

00 0 00 b0 b 0 b 0 b0
0 0 00

0 0 00b b bb

bb b bB
k 2; 2

B b b bb
  



                                                           

; 

min w a max w am (w ν ) (a ν ) ; m (w ν ) (a ν )
 

      
   

  ;       (10) 

00 0 00 a0 a 0 a 0 a0

a a aa

aa a aA
m 2; 2

A a a aa
  



             
                                   

, 

где  x  – целая часть числа 1x R . 
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Если min maxk k , min maxm m , существует единственный вариант 

разбиения. Построим гиперплоскости, интервально параллельные коор-

динатным плоскостям X O Z     и Y O Z    , интервальные уравнения 

которых соответственно имеют вид: 

X i A 0         и Y j B 0        , k mi J , j J  . 

Положим mink k , minm m .  

Получим разбиение 2
0 0 0 s
     P P P P I R  на p k m   интерваль-

ных параллелепипедов. 

Интервально касающиеся множества ij 0 k m, i J , j J  P P  таковы, что: 

k m

ij 0
i 1 j 1 

P P ;  
k

ij 0 0 0
i 1

, 



 P P P P ; 
m

ij 0 0 0
j 1

, 



 P P P P ;          (11) 

i j k mint int , i, j J , i j, J   P Pl l l ; i i 1, k 1 mcl cl , i J , J   P Pl l l ; 

i i, 1 k 1cl , J ,  P Pl lcl l  

где int( )  и cl( )  – топологические внутренность и замыкание множества [9]. 

Как известно [5], интервальное расстояние между интервальными 

множествами  3
1 sM I R  и 3

2 sM I R  определяется таким образом 

i 1 j 2
1 2 i j

U , U
( , ) min (U , U )

   


M M
ρ M M ρ . 

Известно [7], что интервальное расстояние между интервально па-

раллельными интервальными плоскостями 3
1 sΠ I R  и 3

2 sΠ I R  вычис-

ляется по формуле: 

1 21 2 1 2 d d( , ) d d ,   ρ Π Π , 

где 
ii dd , , i 1, 2  – свободные члены нормальных интервальных урав-

нений интервальных плоскостей 3
i sΠ I R , i 1, 2 . 

Определение 4. Интервальной высотой H   интервального парал-

лелепипеда 3
sP I R  назовем интервальное расстояние между интерва-

льными гиперплоскостями, участвующими в формировании интерваль-

ной границы fr P  и интервально параллельными интервальной коорди-

натной плоскости X O Y    . 

Очевидно, 1 2 1i 2j( , ) ( , )ρ P P ρ Π Π , где 1iΠ , 2 jΠ , 6i, j J  – интерваль-

ные плоскости, участвующие в формировании интервальных границ 1frP  

и 2frP  соответственно. 
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Тогда, исходя из определений 1 и 4, а также учитывая вид интерва-

льных уравнений (7) интервальных гиперплоскостей, участвующих в 

формировании интервальной границы ifr P , получим интервальную вы-

соту 
ii i cH c ,2       интервального параллелепипеда iP , 0

ni J . 

Определение 5. Точки 3
1 2U , U sI R  интервально касаются и в про-

странстве определена интервальная метрика вида (3), то согласно [7], 

выполняются соотношения: 

1 2

1 2

1 2

1 2 x x

1 2 y y

1 2 z z

x x ;

y y ;

z z .

     



    


    

 

Таким образом, интервальное расстояние между интервально каса-

ющимися точками определяется соотношением: 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

2 2 2

x x x x y y y y z z z z

(U , U )

, , , .



                 

ρ

(12) 

Пусть в интервальную область ijP , k mi J , j J   помещены интерва-

льные параллелепипеды 
ijr1 2 t t 1

ij ij ij ij ij
, ,..., , ,...,

P P P P P . Найдем интервальное 

расстояние между ними. 

Определение 6. Будем говорить, что два интервальных параллеле-

пипеда 
t
ij ijP P  и 

t 1
ij ij
 P P , ni J , i j , расположенных на месте t и 

t 1 , ijt 1, 2, ..., r 1   соответственно в ijP , интервально касаются, если 

интервальное расстояние между ними находится по формуле:  

t 1 t t 1 t
ij ij ij ij

t t 1
ij ij c c c c

( , ) , 


     ρ P P , 

где t 1 t
ij ij

c c
,  , k mi J , j J  , 

ijrt J  – погрешности задания высот 
t t 1
ij ij, 

P P . 

Определение 7. Интервальной высотой ij sH I R , k mi J , j J   за-

нятой части интервальной области 
3

ij sP I R  назовем максимальное ин-

тервальное расстояние между интервальной координатной плоскостью 

X O Y     и интервальными гиперплоскостями, участвующими в форми-

ровании интервальной границы 
ijr

ij
fr P , где 

ijr

ij
P  – интервальный паралле-

лепипед, помещенный в ijP  последним. 
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Очевидно, величина ijH   равна сумме интервальных высот интер-

вальных параллелепипедов, помещенных в ijP  с учетом интервального 

расстояния между ними при условии, что данные интервальные парал-

лелепипеды интервально касаются [6]: 

ijr
t t 1 t

ij ij ij ij
t 1

H ( H ( , ))



      ρ P P ;   
k m

ij
i 1 j 1

r n
 

  ,                        (13) 

где  ij sH I R , 
ijrt J , k mi J , j J   – интервальная высота интервального 

параллелепипеда t
ijP , помещенного в подобласть ij 0P P  на t-е место. 

Тогда интервальной высотой sH I R  занятой части интервальной 

области размещения 0P  является интервальная величина 

ij
1 i k 1 j m

H max ( max H )
   

     ,                                  (14) 

т.е. под интервальной высотой H   занятой части интервальной области 0P  

будем понимать максимальный элемент sH  I R  точечного множества 

11 12 1m 21 2m k1 km s{ H , H ,..., H , H ,..., H ,..., H ,..., H }               I R , 

где ij sH I R , k mi J , j J  . 

Иначе 

11 12 1m 21 2m k1 kmH max { H , H ,..., H , H ,..., H ,..., H ,..., H }, k N                  . 

Рассмотрим интервальное мультимножество 1 2 n s{ C , C ,..., C } G I R . 

Предположим, что g из n элементов данного множества различны согла-

сно определения равенства двух элементов пространства sI R  [4, 5]. 

Каждому размещению интервальных параллелепипедов поставим в 

соответствие интервальную матрицу [11] вида: 

k1 k2 km

21 22 2m

11 12 1m

 
 

  
  
 

A A A

A
A A A

A A A

, 

где под элементом ij sA I R , k mi J , j J   интервальной матрицы A  

будем понимать интервальное множество вида  

ijr1 2 t
ij ij ij ij sij

{ H , H ,..., H ,..., H }         A I R . 

Интервальной матрице A  сопоставим интервальную перестановку [9]: 

1 2 n( , ,..., )      π ;                                    (15) 
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11 12 kmr r r1 2 1 2 1
11 11 12 12 km11 12 km

( H , H ,..., H , H , H ,..., H ,..., H ,..., H )                π ; 

t
ijH  G , k m 11 12 kmi J , j J , t {r , r , ..., r }   . 

Комбинаторные e-множества [1], порождаемые множеством интер-

валов G , называются [9] интервальными e-множествами или ie-

множествами. 

Осуществим погружение ie-множества всех интервальных перестано-

вок вида (15) ng s( ) P G I R  в n-мерное интервальное пространство n
sI R . 

Всякому элементу ng ( )π P G  поставим в соответствие элемент 

11 kmr r1 1 n
1 2 n 11 km s11 km

U ( X , X ,..., X ) ( X ,..., X ,..., X ,..., X )                 X I R  

по следующему закону: 

: θ π X ;                                      (16) 

j jX     ; 1 2 n( , ,..., )       π ; 

ijX G     , nj J ; 
i

G G , i nJ  , ni J . 

Обозначим через 
n

ng ng s( ) ( ( )) E G θ P G I R  образ интервального  

e-множества ng s( ) IM P G I R  при отображении (16). 

Тогда математическая модель комбинаторной оптимизационной за-

дачи размещения интервальных параллелепипедов  в интервальной об-

ласти может быть представлена в виде: 

найти 

ng
h

U ( )
H h , min H  


        

E G
;    ij

1 i m 1 j k
H max (max H )

   
     ;      (17) 

ij ij

t t 1 t t 1
ij ij ij ij

r r 1
t

ij ij X X X X
t 1 t 1

H X , 



 

            , k mi J , j J  . 

Задача (17) является основной интервальной задачей оптимизации 

на ie-множестве [10] или основной ie-задачей, которая может быть пред-

ставлена в виде: 

( ) minF X ; n
s  X ΙD IE Ι R, 

где ( ) IE IM ; 1 2 n( M , M ,..., M )      IM ;  

n
1 2 n s( ) ( X , X ,..., X )         π X Ι R ;  i i nX M , i J      . 

Выводы по данному исследованию. Построенная интервальная ма-

тематическая модель комбинаторной оптимизационной задачи размещения 

параллелепипедов в параллелепипеде с учетом погрешностей исходных 

данных позволяет, с одной стороны, рационально учесть погрешности ис-
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ходных данных уже на этапе моделирования задачи, с другой, в дальней-

шем, при ее реализации использовать известные методы комбинаторной 

оптимизации. Модель может быть использована при моделировании  

3D  задач размещения геометрических объектов с кусочно-линейной грани-

цей, при моделировании задач компоновки радиоэлектронной аппаратуры. 
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