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ВЛИЯНИЕ КОРРЕЛЯЦИИ НА ДОСТОВЕРНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯ  
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 

 
Оценена неопределенность нахождения наблюдаемого коэффициента корреляции по эксперимен-
тальным данным. Получена оценка погрешности, обусловленной полным и частичным пренебреже-
нием корреляции при оценивании суммарной стандартной неопределенности. Проведено сравнение 
достоверной оценки расширенной неопределенности с оценкой, полученной по рекомендациям GUM. 
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Введение 

В настоящее время к измерениям, помимо тра-
диционных физических дисциплин, прибегают в са-
мых разных общественных науках, прежде всего в 
психологии, социологии, экономике [1]. В этих об-
ластях рамки классической концепции метрологии, в 
частности теории погрешности, оказываются узкими 
для решения задач обработки информации в условиях 
структурной и параметрической неопределенности.  

В последнее время широкое распространение во 
всех областях измерений получила концепция неоп-
ределенности [2]. Разработанное семью ведущими 
международными организациями «Руководство по 
выражению неопределенности в измерениях» (GUM) 
[3], лежащее в основе этой концепции, является не-
формальным международным стандартом оценива-
ния качества измерений. В нем даются рекомендации 
по нахождению суммарной стандартной неопреде-
ленности uc с учетом наблюдаемой и логической кор-
реляции между входными величинами. Этот момент 
выгодно отличает [3] от отечественных документов 
по оцениванию погрешности измерений [4] в кото-
рых производится учет только наблюдаемой корре-
ляции, который ограничивается применением метода 
приведения, что не всегда возможно, поскольку тре-
бует проведения одинакового числа наблюдений для 
всех входных величин.  

Следует заметить, что недостоверность оценок 
неопределенности входных величин, как и коэффи-
циента корреляции ri,k, приводят к недостоверности 
оценок суммарной стандартной неопределенности uc. 
Именно поэтому в некоторых работах [5] учет корре-
ляции при оценивании точности измерений считается 
нецелесообразным и ей либо пренебрегают, либо 
производят ее приближенную оценку. 

Постановка задачи 
Цель данного исследования состоит в сравне-

нии влияния неопределенности оценки коэффици-

ента корреляции и пренебрежения (или приближен-
ного оценивания) корреляции на достоверность 
оценок неопределенности измерений. 

Для достижения этой цели необходимо решить 
следующие задачи: 

1) определить неопределенность оценки на-
блюдаемого коэффициента корреляции  1,2u r ; 

2) оценить влияние  1,2u r  на  cu u ; 

3) произвести оценку влияния пренебрежения 
или приближенного учета наблюдаемой или логиче-
ской корреляции на  cu u ; 

4) сравнить результаты, полученные в резуль-
тате решения задач 2 и 3;   

5) получить достоверную оценку расширенной 
неопределенности U и сравнить ее с оценкой, полу-
чаемой при использовании рекомендаций [3]. 

1. Оценивание неопределенности  
нахождения наблюдаемого  
коэффициента корреляции  

по экспериментальным данным 
Наблюдаемый коэффициент корреляции оце-

нивается по экспериментальным данным по извест-
ной формуле [2] 
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где 1jx , 2 jx  - одновременно наблюдаемые значения 

первой и второй входных величин; 1x , 2x  - их сред-
ние арифметические значения. 

Методом Монте-Карло [6] был произведен рас-
чет зависимости  1,2u r  от значений 1,2r  в диапазо-

не 1…1 для числа степеней свободы ν от 1 до 30. 
Результаты расчета показаны на рис. 1. 
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Рис. 1. Зависимость неопределенности оценки  
коэффициента корреляции u(r1,2) от значения r1,2  

для числа степеней свободы  
 

Анализ рис. 1 показывает, что неопределен-
ность оценки коэффициента корреляции достигает 
максимума при 1,2r =0  и увеличивается с уменьше-

нием числа степеней свободы (количества наблюде-
ний). При 1,2r =0  зависимость    1,2u r f ν  хорошо 

аппроксимируется выражением 

 1,2u r 1 ν 0,5  .                         (2) 

При числе степеней свободы больше 10 зави-
симость u(r1,2) аппроксимируется выражением 

   2
1,2 1,2u r 1 r ν 0,5                         (3) 

и ее максимальное значение не превышает 0,3. 
Следует отметить, что относительная неопре-

деленность оценки стандартного отклонения ап-
проксимируется выражением [7, 8]  

     u u u u / u 1 2 ν-0,5   ,                 (4) 

в которое, в отличие от (2) входит постоянный мно-
житель 1 2/ .  

Таким образом, неопределенность нахождения 
коэффициента корреляции u(r1,2) должна вносить 
вклад в неопределенность оценки cu  двух коррели-
рованных величин, соизмеримый с суммарным 
вкладом неопределенностей оценок входных вели-
чин. Эта закономерность будет показана ниже. 

2. Оценка влияние неопределенности 
оценивания коэффициента корреляции 
на достоверность нахождения суммарной 

стандартной неопределенности 
В соответствии с законом распространения не-

определенности [1] выражение для суммарной стан-
дартной неопределенности двух коррелированных 
входных величин имеет вид  

2 2
c 1 2 1,2 1 2u u u 2r u u   ,                       (5) 

где u1, u2  вклады неопределенности первой и второй 
входных величин; r1,2 – коэффициент корреляции. 

Нетрудно заметить, что недостоверность оценок 
неопределенности входных величин, как и коэффици-
ента корреляции, приводят к недостоверности оценок 
суммарной стандартной неопределенности uc.  

Так, для выражения (5), неопределенность 
оценки uc будет равна  
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С учетом выражений (3), (4) это выражение 
можно переписать для   10 в виде 
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      (7) 

При игнорировании корреляции это выражение 
примет вид 
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                        (8) 

При этом относительная неопределенность 
 нкu u  будет определяться выражением (4). Ее зна-

чения для 10   и 30   будут равны 23 % и 13 % 
соответственно. 

Относительная неопределенность uc, обуслов-
ленная только неопределенностью оценки коэффи-
циента корреляции, определяется выражением: 

     1,2 1 2к c
к c 2 2

c 1 2 1,2 1 2

u r u uu u
u u

u u u 2r u u
 

 
        (9) 

При u1 = u2 это выражение достигает максиму-
ма и принимает вид  
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Эта зависимость, построенная с учетом резуль-
татов, полученных в п.3 настоящей статьи, приведе-
на на рис. 2.  

Для   10 эту зависимость можно аппрокси-
мировать выражением  

 
 1,2

к c

1 r
u u

2 ν 0,5





 .                    (11) 

Анализ рис. 2 показывает, что погрешность 
оценивания суммарной неопределенности уменьша-
ется при уменьшении r1,2 и числа степеней свободы. 
Для снижения влияния этой составляющей погреш-
ности при отрицательном коэффициенте корреляции 
следует его оценку производить при значительном 
количестве наблюдений (больше 30).  
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Рис. 2. Относительная неопределенность uc в зависимости 
от r1,2  для разного числа степеней свободы   

 
Однако, как будет показано ниже, полное игно-

рирование корреляции при оценивании суммарной 
стандартной неопределенности приводит к более 
существенным погрешностям, чем погрешности, 
обусловленные неточностью определения коэффи-
циента корреляции. 

3. Оценка влияния пренебрежения кор-
реляцией или приближенного учета ко-

эффициента корреляции 
При полном игнорировании корреляции по-

грешность оценивания суммарной стандартной не-
определенности нк, очевидно, определяется как 
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,     2) 

где нкu   суммарная неопределенность, рассчитан-
ная без учета корреляции входных величин. 

Зависимости этой погрешности от отношения 
неопределенности каждой из суммируемых входных 
величин 2 1u u  и коэффициента корреляции r1,2 пока-
зана на рис. 3 пунктирными линиями. Из рис. 3 вид-
но, что значения погрешности по модулю нарастают 
с увеличением 2 1u u  и r1,2 и достигают -30 % для 
положительных r1,2 и более 100 % для отрицательных.  

При 1 2u u  выражение (8) достигает макси-
мума и принимает вид 

к
1,2

1 -1
1 r

 


.                          (13) 

Для уменьшения этой погрешности в литерату-
ре [4] предлагается способ приближенного учета 
коэффициента корреляции, заключающийся в раз-
делении погрешностей на сильно коррелированные 

1,2r -0,7  и  1,2r 0,7 , для которых принимают 

1,2r = 1,0 ,  и слабо коррелированные -0,7 r 0,7  , 

корреляцию для которых не учитывают ( 1,2r =0 ). 
Для случая приближенного учета наблюдаемой 

или логической корреляции можно записать выра-
жение для погрешности оценки суммарной неопре-
деленности в виде  
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Эти зависимости указаны на рис. 3 сплошными 
линиями. Из рис.3 видно, что при положительных 

1,2r  модуль погрешности уменьшается незначитель-

но (до -25 %), а при отрицательных 1,2r   увеличи-
вается свыше 100 %. 
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Рис. 3. Зависимости погрешности, обусловленной 
пренебрежением корреляцией для положительных (а) и 
отрицательных (б) значений коэффициента корреляции 

4. Оценивание расширенной неопределен-
ности при суммировании нескольких кор-

релированных составляющих 
Чаще всего с попарной корреляцией можно 

встретиться при проведении косвенных многократ-
ных измерений. При этом суммарная стандартная 
неопределенность находится по формуле (5), а оце-
нивание расширенной неопределенности в [3] четко 
не регламентировано. 

Если для этого воспользоваться коэффициен-
том охвата k, определяемым как коэффициент 
Стьюдента с эффективным числом степеней свобо-
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ды eff , вычисляемым по формуле Велча-Саттер-
свейта, то будем иметь следующие результаты. Для 
двух входных коррелированных величин с равным 
числом степеней свободы 1 2      получим эф-
фективное число степеней свободы равное 

4 4 4
eff c 1 2ν ν u (y) u (y) u (y)    .               (15) 

Если суммарную стандартную неопределен-
ность в этом выражении оценивать по формуле (5), 
то при изменении  1,2r  от 1 до 1 эффективное число 

степеней свободы eff  будет изменяться от 0 до 8. 
При eff = 0 коэффициент Стьюдента будет обра-
щаться в бесконечность, а при eff 8    будет равен 
наименьшему возможному значению (для уровня 
доверия 0,95 k = 2) уже для 2  .  

Для нахождения достоверных значений коэф-
фициента охвата для этого случая методом Монте-
Карло осуществлялось моделирование композиции 
законов распределения Стьюдента для коррелиро-
ванных с заданным коэффициентом корреляции 1,2r  
нормально распределенных величин с известными 
стандартными отклонениями 1 2u , u  [9]. Результатом 
моделирования является зависимость коэффициента 
охвата получаемой композиции от числа степеней 
свободы  , представленная на рис. 4.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4. Зависимость коэффициента охвата композиции 
законов распределения Стьюдента  коррелированных 

входных величин  от числа степеней свободы   
при разных соотношениях их неопределенностей  

и коэффициентов корреляций  
 

Полученная зависимость результатов модели-
рования при изменении u2/u1 от 0 до 1 и 1,21 r 1    
показывает слабую зависимость коэффициента ох-
вата от коэффициента корреляции и хорошую ап-
проксимацию его коэффициентом Стьюдента для 
числа степеней свободы .  

Эта закономерность следует из выражения для 
коэффициента охвата, предложенного в работе [10] 

при подстановке в него равных степеней свободы  
для любых соотношений u2/u1 и значений 1,2r : 
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. (16) 

Исследование погрешности аппроксимации 
полученной зависимостью показывает, что она на-
ходится в диапазоне от –1,5…+5 % для   3.  

Выводы 
Таким образом, на основании результатов, по-

лученных в статье можно сделать вывод, что пре-
небрежение или приближенный учет коэффициента 
корреляции приводит к существенной недостовер-
ности оценивания суммарной неопределенности. 
При оценивании расширенной неопределенности 
рекомендации (GUM) дают недостоверную оценку 
при наличии корреляции, а наилучшим аппрокси-
мирующим выражением для коэффициента охвата 
композиции как некоррелированных, так и коррели-
рованных законов распределения Стьюдента, явля-
ется выражение (16). 
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