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Рассматриваются алгеброгеометрические коды, построенные на  пространственных кривых. 
Предлагается алгебраический алгоритм декодирования кодов на пространственных кривых. 
 
алгеброгеометрические коды, пространственные кривые 

 
Введение 

Постановка проблемы в общем виде, анализ 
литературы. Одним из эффективных средств защи-
ты информации от ошибок в телекоммуникацион-
ных системах является помехоустойчивое кодиро-
вание информации [1, 2]. Основными требованиями 
к помехоустойчивому кодированию являются высо-
кая обнаруживающая и исправляющая способность 
кода, низкая вносимая избыточность, высокое быст-
родействие и низкая сложность реализации проце-
дур кодирования-декодирования [8 – 12]. Недвоич-
ные алгебраические блоковые коды, построенные по 
алгебраическим кривым, обладают высокой исправ-
ляющей способностью при небольшой доле вноси-
мой избыточности [1 – 7]. В тоже время методы де-
кодирования алгеброгеометрических кодов ориен-
тированы на узкий класс кодов и, строго говоря, не 
позволяют реализовать их потенциальные свойства. 
В работе [13] предложен метод декодирования ко-
дов на пространственных кривых (Р3). Целью на-
стоящей статьи является разработка практического 
алгоритма декодирования алгеброгеометрических 
кодов, оценка сложности его реализации. 

Алгебраический метод декодирования 
кодов на пространственных кривых 

Зафиксируем конечное поле GF(q).  
Пусть Х гладкая проективная алгебраическая 

кривая в проективном пространстве nP  над полем 
)q(GF , т.е. совокупность решений системы одно-

родных неприводимых алгебраических уравнений 
от  1n   переменной с коэффициентами из )q(GF . 

)X(gg   – род кривой, ))q(GF(X  – множество ее 

точек над конечным полем, ))q(GF(XN   – их 

число. Рациональное отображение mPYX:   
задает алгеброгеометрический код с характеристи-
ками 1gndk  , длина n которых меньше либо 
равна числу точек кривой X .  

При 2g <   n,     > g – 1 алгеброгеометриче-
ский код имеет параметры: 

(n,  – g + 1, d), d   n – . 

Двойственный к нему код также является ал-
геброгеометрическим и имеет параметры:  

(n, n –  + g – 1, d), d   – 2g +2. 
Алгебраическая кривая в Р3 (пространственная 

кривая) задается множеством совместных решений 
двух однородных не приводимых уравнений. Пред-
положим, что это множество состоит из точек: 

Р0(X0,Y0,Z0), Р1(X1,Y1,Z1), …, Рn(Xn,Yn,Zn),    (1) 
Тогда алгеброгеометрический код задается 

проверочной матрицей Н [11]: 
0,0,0 0 0 0 0,0,0 n 1 n 1 n 1

1,0,0 0 0 0 1,0,0 n 1 n 1 n 1

0,0,degF 0 0 0 0,0,degF n 1 n 1 n 1

F (X ,Y ,Z ) ... F (X ,Y ,Z )
F (X ,Y ,Z ) ... F (X ,Y ,Z )

H
... ... ...

F (X ,Y ,Z ) ... F (X ,Y ,Z )

  

  

  

 
 
  
  
 

, (2) 

где zyx i,i,iF  – одночлен степени Fdegiii zyx  , 

т.е. zyx
zyx

iii
i,i,i zyxF  , 1M,...,0i  , 

3
Fdeg3

2
Fdeg2

1
Fdeg1

0
Fdeg CCCCM   . 

Синдромная последовательность  
 Fdeg,0,00,0,10,0,0 s,...,s,ss  ,                (3) 

вычисляется по правилу: 







1n

0j
jjji,i,iji,i,i )Z,Y,X(Fes zyxzyx , 

 1M,...,0i  ,                              (4) 
В работе [13] задача алгебраического декоди-

рования, т.е. задача нахождения вектора ошибок 
е = (е0, е1, …, еn–1) 

по известной синдромной последовательности (3) 
сведена к решению системы линейных уравнений  






































,0sasasa

sa...sas
...

;0sasasa
sa...sas

;0sasasa

sa...sas

0,0,2u0,0,01,0,2u1,0,00,1,2u0,1,0

0,0,1u0,0,10,1,5u20,1,3u0,0,4u2

0,0,10,0,01,0,11,0,00,1,10,1,0

0,0,20,0,10,1,2u0,1,3u0,0,1u

0,0,00,0,01,0,01,0,00,1,00,1,0

0,0,10,0,10,1,3u0,1,3u0,0,2u

(5) 
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которые дают значения неизвестных коэффициен-
тов многочлена локаторов ошибок  

.azaya

xayxax)z,y,x(

0,0,01,0,00,1,0

0,0,1
3u

0,1,3t
2u



 



 (6) 

Корнями )z,y,x(  являются наборы 
)Z,Y,X(  , которые локализуют ошибку в кодо-

вом слове. Нахождение значения ошибок произво-
дится с помощью условия 0Hc  . 

Для практических приложений предлагается 
алгебраический алгоритм декодирования, практиче-
ски реализующий рассмотренные теоретические 
положения. 

Предлагаемый алгоритм  
алгебраического декодирования 

Алгоритм декодирования алгеброгеометриче-
ских кодов определим как последовательность сле-
дующих шагов (рис. 1).  

ШАГ 1. По выражению (4) вычислим элементы 
синдромной последовательности. 

ШАГ 2. Решим систему линейных уравнений 
(5). Получим коэффициенты многочлена локаторов 
ошибок. 

ШАГ 3. Воспользуемся процедурой Ченя. 
Применительно к декодированию алгеброгеометри-
ческих кодов на пространственных кривых она со-
стоит в подстановке всех пар (Xi, Yi, Zi), соответст-
вующих проективным точкам (1) пространственной 
кривой, в многочлен локаторов ошибок (6). Те пары, 
которые при подстановке в этот многочлен обраща-
ют его в нуль, локализуют ошибки, т.е. указывают 
на их искомое расположение. 

ШАГ 4. Подставляем полученные локаторы 
ошибок в систему уравнений 0Hc  . Решение сис-
темы линейных уравнений даст значения (крат-
ность) произошедших ошибок. Локализация ошибок 
и найденные их значения позволяют сформировать 
вектор ошибок е = (е0, е1, …, еn–1). 

ШАГ 5. Исправим ошибки: с = с* – е. 
Оценим сложность реализации предложенного 

алгоритма декодирования. Основные этапы разрабо-
танного алгебраического алгоритма состоят в решении 
системы линейных уравнений (шаги 2 и 4) и выполне-
нии процедуры Ченя (шаг 3). Эти стандартные проце-
дуры, а также процедура вычисления вектора синдро-
мов могут быть реализованы любым из известных на 
сегодняшний день алгоритмов. Сложность решения 
системы линейных уравнений методом Гаусса  O(n2), 
где n – число переменных. В системе (6) число урав-
нений соответствует числу одночленов от трех неиз-
вестных степени (t – 2), следовательно, число уравне-
ний можно выразить выражением: 

3
tt

3
)1t)(t)(1t(

))!2t(1t()!2t(
)!1t( 3 







 . 

Таким образом, сложность реализации 2-го ша-
га алгоритма составляет 

    23 6 4 2t t 3 t 2t t 9    . 

Сложность реализации процедуры Ченя со-
ставляет  2t6  . Общая сложность алгоритма 

 6 4 2t 2t t 54t 108 9    , асимптотическая слож-

ность (в пределе как функция размера задачи) 
  tttttO 246  . 

Пример алгебраического декодирования ко-
дов на пространственных кривых. Зафиксируем 
два алгебраических уравнения  xy2 + x2z + yz2 = 0 и 
yz2 + y2v + zv2 = 0 над полем GF (22), множество со-
вокупных решений которых задает пространствен-
ную кривую. Род кривой g(х) = 1. После подстанов-
ки элементов поля GF (22) в уравнения получим их 
решения (табл. 1 и 2).  

Совместные решения уравнений xy2 + x2z + yz2 = 0 
и yz2 + y2v + zv2 = 0 представлены в табл. 3. 

На множестве точек {Р0, Р2, Р3, Р4, Р5, Р6, Р7, Р8, 
Р9, Р10, Р11, Р11} построим алгеброгеометрический 
код. Зафиксируем множество генераторных функ-
ций в виде одночленов степени deg = 2: { x2, y2, z2, 
v2, xy, xz, xv, yz, yv, zv }. Вычислим значения гене-
раторных функций в точках кривой и сформируем 
проверочную матрицу кода (табл. 4). 

Следовательно, проверочная матрица 









































111111111111
333322221111
331122113322
213131213121
222233331111
223333223322
132312323121
221133112233
133112212332
312121312131

H  

задает (12, 2, 8) код, который исправляет любую 
конфигурацию из трех ошибок. 

Определим синдромную последовательность 
как вектор  













2,0,00,2,00,0,21,1,0

1,0,10,1,11,0,00,1,00,0,10,0,0

s,s,s,s

,s,s,s,s,s,s
s , 

вычисленный по правилу: 





11

0j
j0,0,0 es ;  




11

0j
jj0,0,1 Xes ;  




11

0j
jj0,1,0 Yes ; 





11

0j
jj1,0,0 Zes ;  




11

0j
jjj0,1,1 YXes ; 





11

0j
jjj1,0,1 ZXes ;  




11

0j
jjj1,1,0 ZYes ; 





11

0j

2
jj0,0,2 Xes ; 




11

0j

2
jj0,2,0 Yes ; 




11

0j

2
jj2,0,0 Zes . 
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Таблица 1 
Решения уравнения xy2 + x2z + yz2 = 0 над полем GF (22) 

 

x y z v  x y z v  x y z v  x y z v 
1 0 0 0  1 0 0 1  2 2 1 1  0 0 3 1 
0 1 0 0  2 0 0 1  1 3 1 1  1 1 3 1 
0 0 1 0  3 0 0 1  3 3 1 1  3 1 3 1 
2 1 1 0  0 1 0 1  0 0 2 1  2 2 3 1 
3 1 1 0  0 2 0 1  1 1 2 1  3 2 3 1 
1 2 1 0  0 3 0 1  2 1 2 1  1 3 3 1 
2 2 1 0  0 0 1 1  1 2 2 1  2 3 3 1 
1 3 1 0  2 1 1 1  3 2 2 1      
3 3 1 0  3 1 1 1  2 3 2 1      
0 0 0 1  1 2 1 1  3 3 2 1      

 

Таблица 2 
Решения уравнения yz2 + y2v + zv2=0 над полем GF (22) 

 

x y z v  x y z v  x y z v  x y z v 
1 0 0 0  1 0 0 1  3 3 1 1  1 1 3 1 
0 1 0 0  2 0 0 1  0 1 2 1  2 1 3 1 
1 1 0 0  3 0 0 1  1 1 2 1  3 1 3 1 
2 1 0 0  0 2 1 1  2 1 2 1  0 3 3 1 
3 1 0 0  1 2 1 1  3 1 2 1  1 3 3 1 
0 0 1 0  2 2 1 1  0 2 2 1  2 3 3 1 
1 0 1 0  3 2 1 1  1 2 2 1  3 3 3 1 
2 0 1 0  0 3 1 1  2 2 2 1      
3 0 1 0  1 3 1 1  3 2 2 1      
0 0 0 1  2 3 1 1  0 1 3 1      

 

Таблица 3 
Совместные решения уравнений xy2 + x2z + yz2 = 0 и yz2 + y2v + zv2 = 0 над полем GF (22) 

 

 Р0 Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 Р7 Р8 Р9 Р10 Р11 
X 1 2 1 3 1 2 1 3 1 3 1 2 
Y 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 
Z 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 
v 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

Таблица 4 
Значения генераторных функций в точках пространственной кривой 

 

 P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 
x2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 
xy 2 3 3 2 1 2 2 1 1 3 3 1 
y2 3 3 2 2 1 1 3 3 1 1 2 2 
xz 1 2 1 3 2 3 2 1 3 2 3 1 
yz 2 2 3 3 2 2 3 3 3 3 2 2 
z2 1 1 1 1 3 3 3 3 2 2 2 2 
xv 1 2 1 3 1 2 1 3 1 3 1 2 
yv 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 
zv 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 
v2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 
Предположим, что в переданном кодовом слове 

произошла ошибка:  
(е0 = 0, е1 = 0, е2 = 3, е3 = 0, е4 = 1, е5= 0, е6= 0,  

е7 = 0, е8 = 0, е9 = 0, е10 = 0, е11 = 2). 
Тогда синдромный вектор равен: 

0213s 0,0,0  ; 1221113s 0,0,1  ; 

2321133s 0,1,0  ; 0322113s 1,0,0  ; 

1322111313s 0,1,1  ;  

3322211113s 1,0,1  ; 

3332211133s 1,1,0  ; 

3221113s 222
0,0,2  ; 

3321133s 222
0,2,0  ; 

3322113s 222
2,0,0  . 

Обозначим множество ej  0 символом Е. Для 
однозначного нахождения вектора ошибок восполь-
зуемся искусственным приемом, состоящем в веде-
нии многочлена локаторов ошибок. Количество 
ошибок, которое может исправить код, t = 3, много-
член локаторов ошибок в общем виде примет вид: 

0,0,01,0,00,1,0 azayax)z,y,x(  , 
решениями которого являются локаторы – такие 
наборы )Z,Y,X(  , которые обращают в нуль 

многочлен локаторов ошибок, причем все Ee  . 

Начало

Вычисление синдромного 
вектора S 

Вычисление числа ошибок. 
Решение системы линейных 
уравнений. Формирование 

многочлена локаторов ошибок

Конец

Выполнение процедуры Ченя. 
Локализация ошибок

Решение системы линейных 
уравнений. Вычисление значения  
ошибок. Формирование вектора 

ошибок 

Исправление ошибок:
с = с* -  е.

 
Рис. 1. Схема алгебраического  

алгоритма декодирования 
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Сформируем систему линейных уравнений: 





















.0sasasas
;0sasasas

;0sasasas
;0sasasas

1,0,00,0,02,0,01,0,01,1,00,1,01,0,1

0,1,00,0,01,1,01,0,00,2,00,1,00,1,1

0,0,10,0,01,0,11,0,00,1,10,1,00,0,2

0,0,00,0,01,0,01,0,00,1,00,1,00,0,1

 

Получим   





















.03a3a3

;02a3a3a1

;0a3aa3

;02a1

1,0,00,1,0

0,0,01,0,00,1,0

0,0,01,0,00,1,0

0,1,0

 

Система разрешима, ее решения: 
0,1,0 0,0,0 0,0,1a 3; a 1; a 2.    

Подставив найденные коэффициенты в много-
член локаторов ошибок, получим 

1z2y3x)z,y,x(  . 
Подставим в полученный многочлен поочеред-

но все точки пространственной кривой, имеем: 
Р0: 03112231)1,2,1(  ; 

Р1: 0112232)1,2,2(  ; 
Р2: 0112331)1,3,1(  ; 

Р3: 02112333)1,3,3(  ; 
Р4: 0122131)2,1,1(  ; 

Р5: 03122132)2,1,2(  ; 
Р6: 02122231)2,2,1(  ; 

Р7: 0122233)2,2,3(  ; 
Р8: 02132131)3,1,1(  ; 

Р9: 0132133)3,1,3(  ; 
Р10: 03132331)3,3,1(  ; 

Р11: 0132332)3,3,2(  . 
Как следует из полученных результатов, ошиб-

ка локализована в следующих символах: 
(е0 = 0, е1, е2, е3 = 0, е4, е5= 0, е6= 0,  

е7, е8 = 0, е9, е10 = 0, е11), 
соответствующих следующим точкам пространст-
венной кривой (табл. 5): 

Таблица 5 
Точки пространственной кривой, соответствующие  

символам в которых локализована ошибка 
 

 P1 P2 P4 P7 P9 P11 
X 2 1 1 3 3 2 
Y 2 3 1 2 1 3 
Z 1 1 2 2 3 3 
V 1 1 1 1 1 1 
 
Подставим полученный вектор ошибок в сис-

тему синдромных уравнений (4), получим: 
0eeeeees 11974210,0,0  ; 

12e3e3e1e1e2es 11974210,0,1  ; 
23e1e2e1e3e2es 11974210,1,0  ; 
03e3e2e2e1e1es 11974211,0,0  ; 

;132e13e
23e11e31e22es

119

74210,1,1




 

1,0,1 1 2 4 7

9 11

s e 2 1 e 1 1 e 1 2 e 3 2

e 3 3 e 2 3 3;

            

      
 

0,1,1 1 2 4 7

9 11

s e 2 1 e 3 1 e 1 2 e 2 2
e 1 3 e 3 3 3;

            

      
 

2 2 2 2
2,0,0 1 2 4 7

2 2
9 11

s e 2 e 1 e 1 e 3

e 3 e 2 3;

        

    
 

2 2 2 2
0,2,0 1 2 4 7

2 2
9 11

s e 2 e 3 e 1 e 2

e 1 e 3 3;

        

    
; 

2 2 2 2
0,0,2 1 2 4 7

2 2
9 11

s e 1 e 1 e 2 e 2

e 3 e 3 3.

        

    
 

Решая данную систему, получим: 
0e1  ; 3e2  ; 1e4  ; 0e7  ; 0e9  ; 2e11  . 

Сформируем вектор ошибок:  
е = (0 0 3 0 1 0 0 0 0 0 0 2). 

Восстановим кодовое слово с по известной по-
следовательности с* и найденному вектору ошибок:  

)ec,...,ec,ec(ecс 11
*
111

*
10

*
0

*  . 
Ошибка локализована и исправлена, задача де-

кодирования решена. Сложность реализации алго-
ритма декодирования 64 групповых операций. 

Таким образом, в результате проведенных ис-
следований получено практическое решение задачи 
декодирования алгеброгеометрических кодов по-
строенных по кривым в Р3.  

Выводы 
Впервые разработан практический алгоритм 

декодирования алгеброгеометрических кодов на 
пространственных кривых, основанный на сведении 
задачи декодирования к решению систем линейных 
уравнений. Сложность его реализации растет поли-
номиально от параметров кода. 

Перспективным направлением дальнейших 
исследований является оценка энергетического вы-
игрыша от кодирования в каналах с независимыми 
группирующимися ошибками.  
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