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В статье предложена структура фаззи-вэйвлет-нейронной сети и ее алгоритм обучения для мо-
делирования нелинейных систем в условиях априорной и текущей неопределенности. Алгоритм 
обучения оптимален по быстродействию и прост в реализации. В качестве активационных функ-
ций использованы различные виды семейств вэйвлетов. Имитационное моделирование разрабо-
танной структуры фаззи-вэйвлет-нейронной сети и ее алгоритма обучения подтверждают эф-
фективность предложенного подхода. 
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Введение 

В настоящее время для обработки информации, 
содержащей сложные нелинейные закономерности и 
искаженной различного рода возмущениями, все 
более широкое распространение получают нейро-
фаззи системы [1 – 4], реализующие технику мягких 
вычислений. Эти системы объединяют в себе лин-
гвистическую интерпретируемость и аппроксими-
рующие свойства систем нечеткого вывода [5, 6] с 

обучаемостью и аппроксимирующими возможно-
стями искусственных нейронных сетей [7, 8]. Это 
означает, что они с успехом могут быть использова-
ны в задачах моделирования (эмуляции) нелиней-
ных систем, описываемых уравнениями вида 

y(k) F(x(k)) (k)   , 
где y(k) – выходной сигнал системы в k-й момент 
дискретного времени k = 0, 1, 2, …; x(k) – (n1)-
вектор входных сигналов; F( )  – произвольная 
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функция в общем случае неизвестного 
вида; (k)  – внешнее стохастическое 
возмущение с неизвестными характери-
стиками. Предполагается также, что 
функция F( )  задана на ортотопе 

min max
i i ix (k) [x , x ], i 1, 2, ,n,    

где min
ix , max

ix  – известные нижняя и 
верхняя границы варьирования i-го вход-
ного воздействия. 

Наряду с нейро-фаззи системами для 
обработки сигналов различной природы 
все чаще применяется аппарат вэйвлет-
преобразования [9 – 11], обеспечивающий 
компактное локальное представление сиг-
налов как в частотной, так и во временной 
области. На стыке теории искусственных 
нейронных сетей и вэйвлетов возникли 
вэйвлет-нейронные сети [12 – 18], для 
анализа нестационарных процессов с су-
щественно нелинейной основой. 

Естественным дальнейшим шагом является объ-
единение прозрачности и интерпретируемости сис-
тем нечеткого вывода, мощных аппроксимирующих 
возможностей и обучаемости искусственных нейрон-
ных сетей и компактности и гибкости вэйвлет-
преобразования в рамках гибридной системы вычис-
лительного интеллекта, которую в дальнейшем будем 
именовать фаззи-вэйвлет-нейронной сетью. 

Ключевым моментом, определяющим эффек-
тивность такого рода систем, является выбор алго-
ритма обучения, в основе которого чаще всего ле-
жат градиентные процедуры минимизации принято-
го критерия. Сочетание градиентной оптимизации с 
обратным распространением ошибки приводит к 
низкой скорости процесса обучения гибридной сис-
темы [19] и необходимости использования обучаю-
щих выборок большого объема. В случае, когда об-
работка данных должна проводиться в реальном 
времени, моделируемая система нестационарна, а 
сигналы зашумлены помехами, традиционные гра-
диентные алгоритмы обучения (не говоря уже о ге-
нетических) оказываются неэффективными. 

Настоящая работа посвящена вопросам синтеза 
адаптивного алгоритма обучения фаззи-вэйвлет-ней-
ронной сети, обладающего повышенной скоростью 
сходимости по сравнению с общепринятыми гради-
ентными процедурами обратного распространения. 

1. Архитектура фаззи-вэйвлет-нейронной 
сети 

Введем в рассмотрение пятислойную архитек-
туру, приведенную на рис. 1 и совпадающую по су-
ти с известной ANFIS [2], являющейся, в свою оче-
редь, обучаемой системой нечеткого вывода Такаги-
Сугено-Канга [20, 21]. 

Нулевой слой архитектуры является рецептор-
ным и в текущий момент времени k  на него подает-

ся входной сигнал в форме вектора 
T

1 2 nx(k) (x (k),x (k), ,x (k))   
Первый скрытый слой в отличие от нейро-

фаззи систем образован не традиционными неотри-
цательными функциями принадлежности, а набором 
из hn  вэйвлетов (по h  вэйвлетов на каждый вход) 

ji i ji i ji ji(x ) (x ,c , )     с 2hn  настраиваемыми 

параметрами центра cij. и ширины ij. 
В качестве вэйвлетов в рассматриваемой фаззи-

вэйвлет-нейронной сети могут использоваться раз-
личные аналитические вэйвлеты: вэйвлет Морле, 
вэйвлет «Мексиканская шляпа», Polywog вэйвлеты, 
Rasp вэйвлеты [12], генератор аналитических вэйв-
летов [22], треугольный вэйвлет [23] и т.д. 

Здесь можно отметить, что колебательный ха-
рактер вэйвлет-функций не противоречит унипо-
лярности функций принадлежности, поскольку от-
рицательные значения ji i(x )  могут трактоваться в 

смысле малых уровней принадлежности или непри-
надлежности [24, 25]. 

Второй скрытый слой реализует операцию, 
аналогичную вычислению нечеткой T-нормы 

n
j ji i

i 1
w (k) (x (k)), j 1,2, ,h,


     

после чего в третьем скрытом слое производится 
нормализация 

n nh h
j j j ji i ji i

j 1 j 1i 1 i 1
w (k) w (k) w (k) (x (k)) (x (k))

  
      , 

обеспечивающая выполнение условия 
h

j
j 1

w (k) 1


 . 

Четвертый скрытый слой реализует операцию, 
аналогичную вычислению консеквента в системах 

 
Рис. 1. Фаззи-вэйвлет-нейронная сеть 
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нечеткого вывода, при этом в качестве функций 
jf (x(k))  наиболее часто используют линейную форму 

n
j j0 ji i

i 1
f (x(k)) p p x (k)


  . 

В этом случае в четвертом слое вычисляются 
значения сигналов 

n
T

j j0 ji i j j
i 1

w (k)(p p x (k)) w (k)p x(k),


   

где T Tx(k) (1, x (k)) , T
j j0 j1 jnp (p ,p , , p )  , а 

h(n 1)  параметров jip , j 1, 2, , h  , i 0,1, 2, , n   

подлежат определению. 
И, наконец, в пятом выходном слое вычисляет-

ся выходной сигнал сети 
h h j

j j jh
j 1 j 1

j
j 1

n
ji i ji jih

i 1
jnh

j 1
ji i ji ji

j 1 i 1

w (k)
€y(k) w (k)f (x(k)) f (x(k))

w (k)

(x (k), c , )
f (x(k)),

(x (k), c , )

 







 

  

 


 

 






 

который, вводя векторы переменных  
1 1 1 1 n 2f (x(k)) (w (k), w (k)x (k), , w (k)x (k), w (k),   

2 1 2 n h h 1w (k)x (k), , w (k)x (k), , w (k), w (k)x (k),   
T

h n, w (k)x (k)) , 10 11 1n 20 21p (p , p , , p ,p , p , ,    
T

2n h0 h1 hnp ,p , p , , p )  размерности h(n 1) , можно 
записать в компактной форме 

T€y(k) p f (x(k)) . 
Настраиваемые параметры этой сети находятся 

только в первом и четвертом скрытом слоях. Это 
2hn  параметров вэйвлетов cij и ij и h(n 1)  пара-
метров линейных локальных регрессионных моде-
лей рij. Именно они и должны быть определены в 
процессе обучения. 

2. Обучение фаззи-вэйвлет- 
нейронной сети 

Поскольку искомый вектор параметров p вхо-
дит в описание сети линейно, для его уточнения 
может использоваться любой из алгоритмов, ис-
пользуемых в адаптивной идентификации [26], и, 
прежде всего, рекуррентный метод наименьших 
квадратов в форме 

T

T

T

T

P(k)(y(k) p (k)f (x(k)))p(k 1) p(k) f (x(k)),
1 f (x(k))P(k)f (x(k))

P(k)f (x(k))f (x(k))P(k)P(k 1) P(k)
1 f (x(k))P(k)f (x(k))

 
  



    

 

(здесь T €p (k)f (x(k)) y(k) ), являющийся по сути 
процедурой оптимизации второго порядка и обладаю-
щий сглаживающими свойствами; оптимальный по 

быстродействию одношаговый градиентный алгоритм 
Качмажа [27, 28], обладающий следящими свойствами 

T

T
y(k) p (k)f (x(k))p(k 1) p(k) f (x(k))

f (x(k))f (x(k))


   , 

или алгоритм Гудвина-Рэмеджа-Кэйнеса [29] 
1 T

2

p(k 1) p(k) r (k)(y(k) p f (x(k)))f (x(k));

r(k 1) r(k) (x(k 1)) ,

    


    
 

являющийся по сути процедурой стохастической 
аппроксимации). 

Для настройки параметров первого скрытого 
слоя в ANFIS используется алгоритм обратного рас-
пространения ошибки, основанный на цепном пра-
виле дифференцирования и градиентной оптимиза-
ции локального критерия 

2 21 1 €E(k) e (k) (y(k) y(k))
2 2

   . 

В общем случае процедура обучения парамет-
ров этого слоя имеет вид 

ji ji c
ji

ji ji
ji

E(k)c (k 1) c (k) (k) ;
c (k)

E(k)(k 1) (k) (k) ,
(k)

    
     
 

 

а ее свойства полностью определены параметрами 
шага c (k) , (k) , выбираемыми из эмпирических 
соображений. Следует отметить, что, если парамет-
ры четвертого слоя могут быть настроены макси-
мально быстро, то именно в первом слое это быст-
родействие теряется. 

Повышение скорости сходимости может быть 
достигнуто путем использования более сложных, 
нежели градиентных, процедур типа алгоритма 
Хартли [30] или Марквардта [31], которые могут 
быть записаны в обобщенной форме [32] 

T 1(k 1) (k) (J(k)J (k) I) J(k)e(k)      ,    (1) 

где 1 1
11 11 21 21 ji(k) (c (k), (k),c (k), (k), , c (k),       

1 1 T
ji hn hn(k), , c (k), (k))    – ( 2hn 1 )-вектор на-

страиваемых параметров, причем для упрощения 
численной реализации в него входит не собственно 
параметр ширины ji , а обратная ему величина 

1
ji
 ; J(k) (2hn 1)  -вектор-градиент выходного сиг-

нала €y(k)  по настраиваемым параметрам; 
I (2hn 2hn)  -единичная матрица;   – скалярный 
регуляризующий параметр;  – положительный ска-
лярный коэффициент усиления (демпфирования). 

Для вычисления компонент вектора-градиента 

1 1
11 2111 21

€ € € €y(k) y(k) y(k) y(k)J(k) , , , , ,
c c 

    
    

  

T

1 1ji hnji hn

€ € € €y(k) y(k) y(k) y(k), , , ,
c c 

    
   

  

используется цепное правило, при этом 
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j j ji

ji j j ji ji

j j ji
1 1

j j jiji ji

w w€ €y(k) y(k) ;
c w w c

w w€ €y(k) y(k) .
w w 

   
        

            

 

С целью упрощения вычислительной сложно-
сти алгоритма обучения можно воспользоваться 
леммой обращения матриц в виде 

1 T 1
T 1 1

T 1
IJJ I(JJ I) I

1 J IJ

 
 


 

   
 

, 

с помощью которой несложно получить соотношение 

  2T 1(JJ I) J J J      , 

подставляя которое в (1) получим алгоритм обуче-
ния параметров первого скрытого слоя в виде 

 
2

J(k)e(k)(k 1) (k)
J(k)

    


. (2) 

Несложно видеть, что алгоритм (2) является 
нелинейной аддитивно-мультипликативной моди-
фикацией алгоритма Качмажа, а при 1, 0     
структурно с ним совпадает. 

Заключение 
Предложен численно простой оптимальный по 

быстродействию алгоритм обучения фаззи-вэйвлет-
нейронной сети в задачах моделирования нелиней-
ных систем. Экспериментальные исследования под-
тверждают его эффективность по сравнению с тра-
диционными алгоритмами обучения гибридных сис-
тем вычислительного интеллекта. 
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