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Введение 

В настоящее время при решении проблем, свя-
занных с обработкой и анализом нестационарных 
нелинейных сигналов произвольной природы в ус-
ловиях априорной и текущей неопределённости, 
широко применяются методы вычислительного ин-
теллекта и, прежде всего, искусственные нейронные 
сети и их гибриды типа нейро-фаззи-, вэйвлет-
нейро, нео-фаззи-систем. Как правило, это много-
слойные архитектуры (рекуррентные или с прямой 
передачей информации), узлы которых в качестве 
активационных используют либо сигмоидальные, 
либо колоколообразные функции. Одной из важных 
задач, связанных с обработкой сигналов и процес-
сов, является прогнозирование и эмуляция состоя-
ния динамических систем в будущие моменты вре-
мени, с математической точки зрения сводящаяся к 
аппроксимации функций произвольного вида по 
экспериментальным «зашумлённым» данным. 

Среди множества функциональных структур, 
используемых для аппроксимации нелинейных про-
цессов, особого внимания заслуживают ортогональ-
ные полиномы [1], обладающие рядом привлека-
тельных свойств, как с вычислительной точки зре-
ния, так и с позиции обеспечиваемой ими точности. 
При этом одномерная система, описываемая в про-
странстве «вход-выход» некоторой неизвестной 
функциональной зависимости y(x), сколь угодно 
точно может быть представлена суммой [1] 
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где x и f(x) – входная и оцениваемая выходная пе-
ременные нелинейного процесса соответственно; 

)x(j  – ортогональный полином порядка j (j = 0, 1, 

2,…, h), обладающий свойством ортогональности 
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j, k – неотрицательные целые числа; k = 1, 2,…, N – 
текущее дискретное время или номер наблюдения в 
выборке. 

Уравнение (1) может быть реализовано с по-
мощью элементарной схемы, приведённой на рис. 1 
и названной нами ортосинапсом OSi. 
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Рис. 1. Ортосинапс – OSi 

 
Здесь xi представляет собой i-ю (i = 1, 2,…, n) 

компоненту многомерного сигнала x = (x1, x2,…, 
xn)T, wji (j = 0, 1, 2,…, hi) синаптические веса, подле-
жащие определению, а выходной сигнал ортосинап-
са может быть записан в виде 
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Несложно заметить, что OSi структурно совпа-
дает с нелинейным синапсом нео-фаззи-нейрона [2 – 
4], однако, вместо кусочно-линейной аппроксима-
ции, обеспечиваемой треугольными функциями 
принадлежности нео-фаззи-нейрона, реализует бо-
лее гладкое полиномиальное приближение на осно-
ве ортогональных функций. 

Ортосинапс (3) является «строительным» бло-
ком конструкции, названной нами ортонейроном 
ON и представленной на рис. 2. 

Ортонейрон, структурно совпадающий с нео-
фаззи-нейроном [2 – 4], реализует отображение вида 
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и обеспечивает высокое качество аппроксимации 
существенно нелинейных нестационарных сигналов 
и процессов [5 – 8]. В задаче прогнозирования как 
стохастических, так и хаотических процессов орто-
нейрон показал высокие точность предсказания и 
скорость сходимости процесса обучения [9]. 

 

 

Рис. 2. Ортонейрон – ON 
 
Постановка задачи. Целью настоящей работы 

является улучшение аппроксимирующих свойств 
ортонейрона и повышение точности прогнозирова-
ния в условиях неопределённости о свойствах пред-
сказываемого процесса и действующих на него воз-
мущений. 

Введём в рассмотрение архитектуру двойного 
ортонейрона DON, представленную на рис. 3 и сов-
падающую по сути со структурой двойного вэйвлет-
нейрона [10], однако отличающуюся от него исполь-
зуемыми функциями активации, что обеспечивает 
ему, как будет показано далее, ряд новых полезных 
свойств. 

 

 

Рис. 3. Двойной ортонейрон – DON 
 
При подаче на вход DON векторного сигнала 

x = (x1, x2,…, xn)T на его выходе появляется скаляр-
ный сигнал 
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определяемый как синаптическими весами wji, wl0, 
так и значениями ортогональных функций актива-
ции )x( iji , )u(lo . Как видно, двойной ортоней-

рон состоит из двух слоёв: скрытого слоя, содержа-

щего n ортосинапсов OSi по hi + 1 активационных 
функций в каждом, и выходного слоя, состоящего из 
одного ортосинапса OS0 и содержащего h0 + 1 акти-
вационную функцию. 

В каждом ортосинапсе могут быть реализованы 
различные ортогональные функции [11] такие, как 
полиномы Чебышева, Эрмита, Лагерра, Лежандра и 
др. При этом в разных ортосинапсах могут быть ис-
пользованы разные активационные функции. Так, 
например, если входные данные предварительно 
пронормированы так, что 1x1 i  , то в скрытом 
слое целесообразно использовать систему полино-
мов Лежандра, ортогональных на отрезке [–1, 1] с 
весом равным единице, 
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(здесь [.] – целая часть числа), при этом для упро-
щения расчетов можно воспользоваться рекуррент-
ной формулой 
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В выходном же слое, поскольку интервал варь-
ирования переменной заранее определить невоз-
можно, можно воспользоваться системой полиномов 
Эрмита, ортогональных на интервале ],[   с ве-

сом 
2ue : 
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Такой прием исключает необходимость норми-
рования сигналов в скрытом слое по ходу процесса 
обучения и обеспечивает защиту от паралича, доста-
точно часто возникающего при настройке много-
слойных нейронных сетей. 

Процесс обучения двойного ортонейрона сво-
дится к настройке его синаптических весов в скры-
том и выходном слоях путём минимизации приме-
няемого критерия (целевой функции). 

Обучение двойного ортонейрона 
В качестве критерия обучения будем использо-

вать стандартную локальную квадратичную функ-
цию, принятую в теории искусственных нейронных 
сетей 

 22 )k(e
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(здесь d(k) – внешний обучающий сигнал), а само 
обучение проводить на основе обратного распро-
странения ошибки. 

Градиентный алгоритм обучения синаптиче-
ских весов выходного слоя может быть записан в 
виде 
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или в векторной форме 
)),k(u()k(e)k()k(w)1k(w 00o0   

где )k(0  – параметр шага поиска, определяющий 
характер сходимости процесса обучения; 
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– вектор синаптических весов и активационных 
функций выходного слоя соответственно. Посколь-
ку синаптические веса w0(k) входят в описание DON 
линейно, для их настройки может быть использован 
адаптивный алгоритм Качмажа-Уидроу-Хоффа [12-
15] в виде 
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при этом ортогональность сигналов на входах си-
напсов wl0 обеспечивает алгоритму (5) максимально 
возможное быстродействие [16]. 

При обработке зашумлённых сигналов в алго-
ритм обучения целесообразно ввести дополнитель-
ные сглаживания, для чего можно использовать 
процедуру [17] 
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где 1α0   – параметр сглаживания. Заметим, что 
при 0 , процедура (6) совпадает с алгоритмом 
(5), а при 1  – превращается в правило обучения 
типа стохастической аппроксимации. 

Немаловажным фактом является то, что вы-
ходной ортосинапс может настраиваться с помощью 
стандартного метода наименьших квадратов, мини-
мизирующего критерий обучения, заданный на всей 
обучающей выборке. 
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Выражение (8) может также быть записано в 
рекуррентной форме 
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представляющий собой, по сути, процедуру мини-
мизации второго порядка целевой функции (7). Не-
обходимо отметить, что в силу условия (2) матрицы 
P(N), P(k + 1), P(k) являются диагональными (или 
стремятся к таковым), что резко упрощает числен-

ную реализацию процесса обучения, обеспечивает 
ей вычислительную устойчивость и высокую ско-
рость сходимости. 

Для обучения ортосинапсов OSi скрытого слоя 
перепишем целевую функцию (4) в виде 
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минимизация которой с помощью градиентного ал-
горитма приводит к процедуре обучения 
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или в векторной форме 
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где )k(f)k(e)k( 0  – стандартная  -ошибка, при-
нятая в теории обучения многослойных нейронных 
сетей; 
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Используя одношаговую процедуру Левенбер-
га-Марквардта со сглаживанием [18, 19], можно за-
писать алгоритм обучения ортосинапсов скрытого 
слоя в виде 
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обладающий как фильтрующими, так и следящими 
свойствами. 

Нейропредиктор на основе  
двойного ортонейрона 

На основе двойного ортонейрона синтезирова-
на схема нейропредиктора стохастических и хаоти-
ческих процессов, приведённая на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Нейропредиктор на основе DON 
 
В качестве тестовой решалась задача прогнози-

рования хаотического процесса, описываемая диф-
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ференциальным уравнением Мэки-Гласса [20] 
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а при этом в процессе квантования с шагом 0,1 зна-
чения временного ряда в шагах k = 1, 2, … вычисля-
лись с помощью метода Рунге-Кутта четвёртого по-
рядка. На основе обучающей выборки объёмом 
N = 500 элементов строился прогноз на 6 шагов впе-
рёд по предыстории, сформированной k-м, (k – 6)-м, 
(k – 12)-м, (k – 18)-м элементами ряда. В качестве 
тестовой выборки использовались 9500 элементов 
последовательности от 501-го до 10000-го. 

Для оценки точности получаемых прогнозов 
принята стандартная нормированная среднеквадра-
тическая ошибка 
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где   – среднеквадратичное отклонение прогнози-
руемого процесса на тестовой выборке. 

В качестве активационных функций были ис-
пользованы ортогональные полиномы Чебышева 
первого рода (T1), ортогональные полиномы Чебы-
шева второго рода (T2), ортогональные полиномы 
Эрмита (H1), ортонормированные полиномы Эрми-
та (H2) и ортогональные полиномы Лагерра (L). Их 
количество в ортосинапсах hi = h0 = h менялось от 
одного до восьми, с учётом нулевого, то есть факти-
чески от двух до девяти. Ошибки, полученные в ре-
зультате прогнозирования, приведены в табл. 1. 

 

Таблица 1 
Ошибки прогнозирования двойного ортонейрона 

 

Базисная система многочленов h 
T1 T2 H1 H2 L 

1 0,425 0,425 0,425 0,086 0,425 
2 0,084 0,078 0,127 0,05 0,126 
3 0,064 0,045 0,031 0,032 0,063 
4 0,109 0,050 0,039 0,044 0,049 
5 0,085 0,19 0,209 0,051 0,159 
6 0,314 1,027 0,199 0,052 0,138 
7 13,62 2,29 0,246 0,056 0,202 
8 80,93 1131 0,26 1,583 0,252 
 

Динамика процесса изменения ошибки с уве-
личением размерности ортогонального или орто-
нормированного базиса показана на рис. 5. 

В данном случае, для решения тестовой задачи 
оптимальная размерность ортосинапсов составляет 
три-четыре полинома. Следовательно, количество 
настраиваемых параметров значительно меньше, 
чем в существующих распространённых конструк-
циях, что обеспечивает повышенную скорость на-
стройки весовых коэффициентов сети. 

 
Рис. 5. Изменение ошибки прогнозирования  

двойного ортонейрона 
 

С увеличением количества полиномов разло-
жения в каждом ортосинапсе конечный результат 
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улучшался лишь до определённого момента. Это 
объясняется общеизвестным фактом, устанавли-
вающим, что с возрастанием сложности модели ра-
но или поздно её аппроксимирующие способности 
начнут снижаться. 

Как видно из результатов, наилучшее качество 
прогнозирования было получено при использовании 
полиномов Эрмита, как ортогональных, так и орто-
нормированных. Это объясняется тем, что эта сис-
тема полиномов ортогональна на отрезке ],[  , а 
интервал варьирования переменных, поступающих 
из скрытого слоя в выходной, не определён. В слу-
чае использования в качестве базисных систем орто-
гональных полиномов Чебышева первого рода, Че-
бышева второго рода или Лагерра вполне возможна 
ситуация, когда в ортосинапсе выходного слоя про-
исходит разложение входного сигнала, который не 
попадает в интервал ортогональности выбранной 
системы многочленов, что приводит к снижению 
качества прогнозирования. 

Аналогичный эксперимент был проведён и для 
ортонейрона. Полученные ошибки прогнозирования 
оказались в среднем больше в 1,6 раза. Однако сле-
дует заметить, что ортонейрон обучается быстрее, 
чем двойной ортонейрон, поскольку является одно-
слойной архитектурой, синаптические веса которой 
линейно входят в её описание. 

Заключение 
В работе введены ортосинапс и ортонейроны, 

отличающиеся от известных систем вычислительно-
го интеллекта используемыми функциями актива-
ции в виде ортогональных полиномов, что позволяет 
обеспечить ряд полезных свойств, связанных, преж-
де всего, с улучшением качества процессов обуче-
ния. Решена тестовая задача прогнозирования хао-
тического процесса с помощью нейропредиктора, 
построенного из ортосинапсов. Предложенные кон-
струкции просты в численной реализации, имеют 
повышенную скорость обучения и обеспечивают 
высокую точность прогнозирования. 
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