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АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ МЕТОД ПОМЕХОУСТОЙЧИВОГО КОДИРОВАНИЯ  
АЛГЕБРОГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ КОДАМИ НА ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КРИВЫХ 

 
Исследуется общая конструкция алгеброгеометрических кодов, как линейных систем, возникающих 
на проективных алгебраических кривых. Разрабатывается метод и алгоритмы помехоустойчивого 
кодирования алгеброгеометрическими кодами, заданными на пространственных кривых. 
 
алгеброгеометрические коды, помехоустойчивое кодирование 

 
Введение 

Постановка проблемы в общем виде, анализ 
литературы. Эффективным средством повышения 
достоверности передачи данных в телекоммуника-
ционных системах и сетях является помехоустойчи-
вое кодирование [1, 3, 8]. Перспективным направле-
нием его развития являются коды, возникающие на 
алгебраических кривых (алгеброгеометрические 
коды). Использование алгеброгеометрических кодов 
в каналах с независимыми и группирующимися 
ошибками позволяет получить энергетический вы-
игрыш от кодирования и значительно снизить веро-
ятность ошибочного приема дискретных сообщений 
[2, 4, 8]. В тоже время, методы построения алгебро-
геометрических кодов исследованы для кривых, 
заданных в проективном пространстве Р2 неприво-
димым однородным уравнением от трех перемен-
ных [6, 7, 10]. Этот подход позволяет строить про-
стые схемы кодирования и декодирования алгебро-
геометрических кодов, длина которых над конеч-
ным полем GF(q) не превышает мощности множест-

ва точек плоской кривой [4, 6, 8, 9]. Перспективным 
направлением дальнейших исследований является 
разработка методов построения алгеброгеометриче-
ских кодов большой длины, т.е. кодов на простран-
ственных кривых, задаваемых, например, в проек-
тивном пространстве Р3 совместными решениями 
совокупности двух однородных уравнений от четы-
рех переменных. 

Целью статьи является изложение основных 
результатов, полученных при разработке алгебраи-
ческого метода помехоустойчивого кодирования 
алгеброгеометрическими кодами на пространствен-
ных кривых.  

Основной материал 

1. Разработка метода кодирования алгебро-
геометрическими кодами на пространственных 
кривых. Зафиксируем гладкую проективную алгеб-
раическую кривую Х в проективном пространстве Р3 
над полем )q(GF  как это совокупность решений двух 
однородных неприводимых алгебраических уравнений 
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от 4-х переменных с коэффициентами из )q(GF :  
 
 







.0x,x,x,xf
;0x,x,x,xf

32102

32101 .                   (1) 

Пусть  32100 x,x,x,xp ,  32101 x,x,x,xp , …, 
 32101N x,x,x,xp   – N совместных решений систе-

мы уравнений (1) – точек пространственной кривой Х.  
Зафиксируем дивизор D  кривой X  и множест-

во рациональных функций, ассоциированных с ди-
визором D , т.е. множество, состоящее из нуля и 
функций  0f  , для которых   0Df  . Это экви-
валентно набору генераторных функций: 

 32100 x,x,x,xF ,  32101 x,x,x,xF , 
 32102 x,x,x,xF , …,  3210m x,x,x,xF , 

где m10 F,...,F,F  – формы одинаковой степени и 
0)x,x,x,x(F 32100  .  

Иначе говоря,  
 )x(F),...,x(F),x(F)x( m10 , 

как точка в mP .  
Пусть   – степень класса дивизоров, 1g  , 

тогда отображение mPX:   задает порождаю-
щую матрицу  

        
        

        


























32101nN32101m32100m

32101n1321011321001

32101n0321010321000

x,x,x,xpF...x,x,x,xpFx,x,x,xpF
............

x,x,x,xpF...x,x,x,xpFx,x,x,xpF
x,x,x,xpF...x,x,x,xpFx,x,x,xpF

G                    (2) 

алгеброгеометрического кода, с конструктивными 
характеристиками  

)nd,1gk,Nn(  . 
Определение 1. Алгеброгеометрический код на 

пространственной кривой Х над GF(q) построенный 
через порождающую матрицу G –  это линейный 
код, все кодовые слова (с0, с1, …, сn–1) которого за-
даются равенством 

  





1m

0i
j3210jii cx,x,x,xpFI , 1n,...,0j  . 

Для формирования кодового слова  
 1n10 c,...c,c   

алгеброгеометрического кода на пространственных 
кривых, заданного через порождающую матрицу 
достаточно умножить информационный вектор  

 1k10 I,...I,I   
на матрицу (2), т.е. для всех 1n,...,0j   выполнить 
следующее преобразование: 

  





1m

0i
3210jiij x,x,x,xpFIc .           (3) 

Пусть 2g2  , тогда отображение 
1mPX:   

задает проверочную матрицу  

        
        

        


























32101nN32101m32100m

32101n1321011321001

32101n0321010321000

x,x,x,xpF...x,x,x,xpFx,x,x,xpF
............

x,x,x,xpF...x,x,x,xpFx,x,x,xpF
x,x,x,xpF...x,x,x,xpFx,x,x,xpF

H                   (4)

алгеброгеометрического кода, с конструктивными 
характеристиками  

 2g2d,1gnk,Nn  . 

Определение 2. Алгеброгеометрический код по 
кривой Х над GF(q) построенный через провероч-
ную матрицу H – это линейный код, состоящий из 
всех слов (с0, с1, …, сn–1) длины n  N, для которых 
выполняется равенство d + g – 1 уравнений 

  





1n

0i
3210iji 0x,x,x,xpFc ,  m,...,0j  .   (5) 

Для формирования кодовых слов заданного та-
ким образом алгеброгеометрического кода на про-
странственных кривых воспользуемся приемами 
обращения матриц [1]. 

Разобьем кодовое слово  
 1n10 c,...c,c   

на множества информационных и проверочных по-
зиций (рис. 1).  

С1 С2 С3 С4 С5 С6 С7 С8 ... Сn

Информационные позиции

Проверочные позиции

 
Рис. 1. Разбиение кодового слова на информационные  

и проверочные позиции  
 
Пусть U – множество k информационных пози-

ций кодового слова (т.е. множество номеров пози-
ций, входящих в заданный информационный набор 
кода) и W – множество r = n – k проверочных пози-
ций. Объединение множеств UW содержит все 
целые числа (номера) от 0 до n – 1. 
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На k информационных позициях кодового сло-
ва, т.е. на позициях множества U разместим k сим-
волов сообщения  

 1k10 I,...I,I  , 
а на проверочных позициях множества W разместим 
r нулевых символов.   

Для примера, приведенного на рис. 1, имеем: 
 0,...I,0,0,I,I,0,0,Iс 3210 . 

Вычислим суммы 

  





1n

0i
3210ijij x,x,x,xpFcS , 1r,0j  , 

или в матричной форме 

   T
kir,k3210ijrj cx,x,x,xpFS  .      (6) 

Задача формирования кодового слова состоит в 
том, чтобы вычислить и записать на r проверочных 
позициях такие символы сi, iW, которые удовле-
творяют уравнениям (5).  

Из определения 2 алгеброгеометрического кода 
следует, что значения r = n – k проверочных симво-
лов могут быть найдены из системы линейных 
уравнений 

  



Wi

j3210iji Sx,x,x,xpFс , 1r,0j  . 

В матричном представлении последняя запись 
эквивалентна выражению 

  
rj

T
rir,r3210ij Sсx,x,x,xpF  . 

Для нахождения значений r = n – k провероч-
ных символов, используя методы обращения мат-
риц, запишем  

   T

rj
1

r,r3210ijri Sx,x,x,xpFс 


,     (7) 

где  

   1

r,r3210ij x,x,x,xpF


 –  

матрица, обратная матрице  

  
r,r3210ij x,x,x,xpF , 

т.е. 

  

  
,

x,x,x,xpFA

x,x,x,xpF

r,r

r,r3210ij

1

r,rr,r3210ij














 

где  

   





r,r3210ij x,x,x,xpFА  –  

алгебраическое дополнение элемента  

  
r,r3210ij x,x,x,xpF , 

 – определитель матрицы  

  
r,r3210ij x,x,x,xpF . 

Поскольку размещение проверочных позиций 
обычно известно и фиксировано, то заранее можно 
найти обратную матрицу для системы уравнений (6) 
и получить все проверочные символы умножением 
вектора  

 1r10 S,...S,S   
на матрицу  

   1

r,r3210ij x,x,x,xpF


. 

В качестве информационных могут быть вы-
браны любые k позиций кодового слова. Следова-
тельно, всегда можно выбрать такое множество про-
верочных (и информационных) позиций, для кото-
рого матрица  

   1

r,r3210ij x,x,x,xpF


 

наиболее удобна для вычислений. 
Таким образом, для формирования кодового 

слова алгеброгеометрического кода на пространст-
венных кривых, заданного через проверочную мат-
рицу достаточно хранить элементы матриц  

  
r,k3210ij x,x,x,xpF  

и                          1

r,r3210ij x,x,x,xpF


, 

либо поочередно вычислять  

  
r,k3210ij )x,x,x,xpF  

как значения генераторных функций в точках про-
странственной кривой.  

Таким образом, рассмотренные операции по-
зволяют формировать кодовые слова алгеброгео-
метрических кодов на пространственных кривых, 
заданных как через порождающую, так и через про-
верочную матрицы.  

2. Разработка алгоритмов помехоустойчово-
го кодирования алгеброгеометрическими кодами 
на пространственных кривых. Введенные выше 
определения 1, 2 алгеброгеометрических кодов на 
пространственных кривых и функциональные соот-
ветствия (3), (6), (7) позволяют формировать кодо-
вые слова как через порождающую так и через про-
верочную матрицы. В первом случае алгоритм по-
мехоустойчового кодирования задается последова-
тельностью шагов, представленных на рис. 2. Оче-
видно, формирование кодового слова осуществляет-
ся итеративной процедурой, позволяющей на каж-
дом шаге работы алгоритмы формировать соответ-
ствующий кодовый символ. 

При формировании кодового слова алгебро-
геометрических кодов на пространственных кривых 
через проверочную матрицу алгоритм помехоустой-
чивого кодирования задается последовательностью 
шагов, представленных на рис. 3. 
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Начало

Конец

 j = 0,...,n-1

  





1

0
3210

m

i
jiij x,x,x,xpFIc

 
 

Рис. 2. Схема алгоритма помехоустойчивого кодирования 
алгеброгеометрическими кодами на пространственных 

кривых через порождающую матрицу 
 

Начало

ci = Ii 

Конец

 j = 0,...,r-1

 j = 0,...,r-1

T
kirkijrj cPFS

,
)(

T

rjrrijri SPFс 
1

,
)(

i=0,...,k-1

 
 

Рис. 3. Схема алгоритма помехоустойчивого кодирования 
алгеброгеометрическими кодами на пространственных 

кривых через проверочную матрицу 

В этом случае процедура формирования кодо-
вого слова реализует операции обращения подмат-
риц проверочной матрицы (4) алгеброгеометриче-
ского кода на пространственных кривых: 

– на первом этапе информационные символы 
помещаются на информационные позиции кодового 
слова; 

– на втором этапе с помощью выражения (6) 
осуществляется вычисление элементов вектора 
 1r10 S,...S,S  ; 

– на третьем этапе с помощью выражения (7) 
осуществляется вычисление проверочных символов 
кодового слова. 

Таким образом, разработанные алгоритмы по-
зволяют за конечное число шагов формировать ко-
довые слова алгеброгеометрических кодов на про-
странственных кривых, заданных как через порож-
дающую, так и через проверочную матрицы. 

Оценим сложность разработанных алгоритмов. 
Обозначим символом ЕS  – емкостную сложность 
алгоритма, т.е. количество необходимых для работы 
алгоритма ячеек памяти как функцию размера зада-
чи и символом ВS  – временную сложность алго-
ритма, т.е. количество необходимых для работы ал-
горитма элементарных операций как функцию раз-
мера задачи. 

Для алгоритма кодирования через порождаю-
щую матрицу, при известных (заранее сформиро-
ванных) элементов матрицы 

  
k,n3210ij x,x,x,xpF  

необходимо выполнить k  n операций сложения и 
умножения.  

Таким образом, при затратах   
knSЕ   

ячеек памяти для работы алгоритма необходимо 
выполнить 

knSВ   
элементарных операций. 

Формально, емкостная и временная сложность 
алгоритма кодирования через порождающую мат-
рицу запишется как асимптотическая (в пределе при 
увеличении размера задачи) функция О(r  n). 

Для алгоритма кодирования через порождаю-
щую матрицу, если заранее сформированы матрицы  

  
r,k3210ij x,x,x,xpF  

и  

   1

r,r3210ij x,x,x,xpF


, 

то при формировании кодового слова через прове-
рочную матрицу, необходимо k  r операций сложе-
ния и умножения для вычисления вектора синдро-
мов и r  r операций сложения и умножения для вы-
числения вектора проверочных символов.  
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Таким образом, при затратах   
rnrrkrSЕ   

ячеек памяти для работы алгоритма необходимо 
выполнить 

rnrrkrSВ   
элементарных операций. 

Формально, емкостная и временная сложность 
алгоритма кодирования через проверочную матрицу 
запишется как асимптотическая (в пределе при уве-
личении размера задачи) функция О(r  n).  

Для реализации рассмотренных алгоритмов без 
значительных затрат элементов памяти формирова-
ние кодовых слов следует реализовать посредством 
последовательного вычисления значений генератор-
ных функций в точках пространственной кривой. 
Основной вычислительной операцией в этом случае 
является нахождение значения генераторной функ-
ции   3210ij x,x,x,xpF . Для вычисления 

  3210ij x,x,x,xpF  потребуется, в общем случае, 

четыре операции возведения в степень и три опера-
ции умножения. При выполнении аналогичных опе-
раций над однородными координатами точек кривой 
потребуется реализовать три операции возведения в 
степень и две операции умножения. Если принять 
равными вычислительную сложность операций ум-
ножения и возведения в степень, тогда имеем: 

n3SЕ   
ячеек памяти для хранения точек кривой (трех зна-
чений в однородных координатах для каждой точки) 
и 

kn5SВ   
операций при кодировании через порождающую 
матрицу и  

rn5SВ   
операций при кодировании через проверочную мат-
рицу.  

Формально, асимптотическая емкостная слож-
ность оценивается как О(n), асимптотическая вре-
менная сложность оценивается как О(kn) и О(rn), 
соответственно. 

Выводы 
Впервые предложен метод кодирования алгеб-

рогеометрическими кодами на пространственных 
кривых, заданными в проективном пространстве Р3 

совместными решениями совокупности двух одно-
родных уравнений от четырех переменных. Данный 
метод развивает отдельное направление теории по-
мехоустойчивого кодирования и является дальней-
шим развитием известных методов кодирования 
кодами на кривых, заданными в проективном про-
странстве Р2 решениями однородного уравнений от 
трех переменных (кодами на плоских кривых).  

Проведенная оценка сложности реализации 
разработанных алгоритмов кодирования алгебро-
геометрическими кодами на пространственных кри-
вых показала, что формирование кодовых слов реа-
лизуется с использованием элементарных арифме-
тических операций  над элементами конечного поля 
и может быть выполнено алгоритмами полиноми-
альной сложности от параметров кода. 

Перспективным направлением дальнейших ис-
следований является разработка практических алго-
ритмов помехоустойчивого кодирования алгебро-
геометрическими кодами на пространственных кри-
вых с использованием предложенного метода, ис-
следование их временной и емкостной сложности 
реализации. 
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