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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ  
ОРИЕНТИРОВАННЫХ КРУГОВЫХ СЕГМЕНТОВ И КРУГОВ 

 
Рассматривается оптимизационная задача размещения круговых сегментов и кругов в прямо-
угольной области. В качестве средств математического моделирования отношений геометриче-
ских объектов используется метод Ф -функций. Строится математическая модель задачи и 
приводятся ее основные особенности.. 
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Введение 

Задачи упаковки и раскроя (Packing and 
Cutting), в дальнейшем задачи размещения, относят-
ся к классу задач геометрического проектирования. 

Задачи размещения в встречаются в различных 
отраслях промышленности, в том числе в легкой 

промышленности, энергомашиностроении, ядерной 
энергетике, в порошковой металлургии и промыш-
ленном материаловедении, в химическом машино-
строении, для построения схем размещения грузов в 
складских помещениях. Кроме того, существуют 
интересные приложения задач размещения в меди-
цине, робототехнике. 
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Анализ современного состояния данной проблем-
ной области позволяет сделать следующие выводы. 

Существует длинный список работ, посвящен-
ных решению задач размещения кругов, прямо-
угольников, выпуклых и невыпуклых многоуголь-
ников. Достаточно полный обзор публикаций при-
веден в [1]. Значительно меньше исследований на-
правлено на решение задач размещения двумерных 
объектов, граница которых состоит из отрезков 
прямых и дуг окружностей [2, 3]. 

Для решения рассматриваемого класса задач, 
как правило, используются эвристические подходы, 
которые даже в двумерном случае базируются на 
грубой аппроксимации пространственных форм гео-
метрических объектов. Вследствие этого, либо отсут-
ствует адекватность математических моделей реаль-
ным постановкам задач размещения, либо математи-
ческая модель как таковая отсутствует вообще, либо 
отсутствует конструктивность описания математиче-
ских моделей, представление которых позволяло бы 
применить для решения задачи известные методы 
локальной и глобальной оптимизации. 

Это объясняется отсутствием средств аналити-
ческого описания условий непересечения обозна-
ченных объектов и принадлежности объектов за-
данным областям взаимодействий геометрических 
объектов, что является фундаментальной основой 
математического моделирования задач данного 
класса.  

Разработка эффективных методов решения за-
дач размещения геометрических объектов, обла-
дающих произвольной пространственной формой, 
требует построения современных средств математи-
ческого и компьютерного моделирования. 

В пределах данных исследований с целью по-
строения математической модели задачи размеще-
ния кругов и ориентированных круговых объектов 
строится полный класс  -функций [4 – 6], необхо-
димых для аналитического описания основных ог-
раничений задач размещения . 

Целью статьи является построение математиче-
ской модели задачи размещения кругов и ориентиро-
ванных круговых сегментов в прямоугольной облас-
ти переменной длины с целью ее минимизации. 

Постановка задачи. Пусть имеются прямо-
угольник 2P {(x, y) R : 0 y h, 0 x l}      , круги 

i
2 2 2 2

i 0 iC {(x, y) R | g (x, y) x y r 0}       радиу-

са ir , 1i 1, 2, ..., n , круговые сегменты jS , 

2j 1, 2,..., n , с соответствующими параметрами 
размещения i i iu (x , y ) , 1 2i 0,1,2,...,n n n   . 
Сегмент jS  – объект, образованный непустым пере-

сечением круга jC  и полуплоскости jH , т.е. 

jjjS C H  ,  

где 
j

2
j 1 j j jH {(x, y) R | g (x, y) A x B y C 0}      , 

если j ju S ,  

и  
j

2
j 1 j j jH {(x, y) R | g (x, y) A x B y C 0}      , 

если j ju S .  

При этом j j j
1 1 1€ €s (x , y )  и j j j

2 2 2€ €s (x , y )  – точки 
пересечения кривой 

j0g (x, y) 0  и прямой 

j1g (x, y) 0 . Дуга j j
j1 2arc(s ,s ) C  ориентирована 

против часовой стрелки. Полагаем, что полюс объ-
ектов совпадает с началом собственной системы 
координат объектов и является центром iC  или jC  

для соответствующих объектов iC  или jS , и левой 

нижней вершиной – в случае прямоугольника P . 
Объект T , транслированный на вектор u , обо-

значается как T(u) , где 2u (x, y) R   – вектор па-
раметров размещения объекта T . Таким образом, 
допускаются отображения трансляции. 

Задача. Разместить объекты i iT (u ) , iT {S,C} , 
i 1, 2,..., n , 1 2n n n  , в области 0P(u )  так, чтобы 
переменная l  принимала минимальное значение. 

Математическая модель 
С целью построения математической модели 

поставленной задачи необходимо аналитически 
описать условие принадлежности объекта i iT (u )  
области 0P(u )  и условие непересечения объектов 

i iT (u )  и j jT (u ) .  

Условие принадлежности объекта i iT (u )  об-
ласти 0P(u ) : 

i i 0T (u ) P(u )  или *
i i 0int T (u ) int P (u )   ,   (1) 

в терминах  -функций можно представить в сле-
дующем виде: 

 i 0 iФ (u ,u ) 0 ,   (2) 

где * 2
0 0P (u ) c (R \ P(u )) l , int( )  ( c ( )l ) – внутрен-

ность (замыкание) множества ( )  [7], i 0 iФ (u , u )  – 

Ф -функция для i iT (u )  и *
0P (u ) . 

Следуя работе [5], если i iT (u ) {C} , то  -

функция i iC (u )  и *
0P (u )   имеет вид 

C
0i 0 i i i i

i 1

(u , u ) min{x r , y r , x h r ,

y l r },i 1, ,n .

      

    
      (3) 

Если i iT (u ) {S} , то  -функцию i iS (u )  и 
*

0P (u )   можно определить следующим образом: 
S 1 2 3 4
0i 0 i i i i i

1 1 2

(u , u ) min{ (u), (u), (u), (u)},

i n 1, ,n n ,

     

  
   (4) 
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где 
k 0

k i i
i k 0

i i

s s
d

s s





, k 1, 2 , i0

i
i

A
d

B
 

   
, 

k T
i i mj arg min{(d ) v }  , 

v {{l,0},{l, h},{0, h},{0,0}} , k 0,1, 2 . 
C 1 2
i i iI {j , , j 1}  , 1 0 1

i i iI {j , , j 1}  , 
2 2 0
i i iI {j , , j 1}  , v 1 2

i i iI {v , , v 1}  , 
c m
i i m m m i

v 1 m 1 1
i i i m i m i m

2 m 2 2
i i m i m i m

I , (x, y) A x B y (C r ) 0;

I I , (x, y) A (x x ) B (y y ) C 0;

I , (x, y) A (x x ) B (y y ) C 0,

      
       


      

 

 

m 1, , 4  . 
Условие непересечения объектов i iT (u )  и 

j jT (u ) , i j , i, j {1 , n}  , 

i i j jint T (u ) int T (u )   ,                 (5) 

можно представить в виде 
ij i jФ (u ,u ) 0 .                        (6) 

В случае, если i iT (u ) {C}  и j jT (u ) {C} , то 

 -функция i iC (u )  и j jC (u )  [5] имеет вид 

CC
ij i j i j(u , u ) (u , u )   ,                     (7) 

где j i 2 j i 2 j i 2
i j(u ,u ) (x x ) (y y ) (r r )       . 

В случае, если i iT (u ) {C}  и j jT (u ) {S}   -

функция i iC (u )  и j jS (u )  имеет вид 

CS 0 0
ij i j ij i j ij i j

k k
ij i j ij i j

k 1,2
1
ij i j 1 1

Ф (u , u ) max{min{ (u , u ), (u , u )},

max min{ (u , u ), (u , u )},

(u , u )}, i 1, , n , j n 1, , n,



  

 

          
(8) 

где 0 2 2 2
ij i j ij(u , u ) x y r    , ij i jr r r  , 

k k 2 k 2 2
ij i j j j i€ €(u , u ) (x x ) (y y ) r      , k 1, 2 ; 

1 1 1 1
ij i j ij ij ij(u ,u ) A x B y C    , 1 1 2

ij ij ijA y y    

1 1 2
ij ij ijB x x    1 1 2 1 2

ij ij ij ij ijC A x B y    ;  

здесь ijk k k k i
ij ij j j 2 2 ijij ij

Ar€ €(x , y ) (x , y )
BA B

 
   
   


 

 
, 

k 1, 2 , 2 1
ij j j€ €A y y  , 2 1

ij j j€ €B x x  ; 
0 0 0 0
ij i j ij ij ij(u , u ) A x B y C    , 0 1 2

ij j jA y y     

0 1 2
ij j jB x x     0 0 2 0 2

ij ij j ij jC A x B y     ; 

здесь 
r
ijk k k k i

ij ij j j rr 2 r 2
ijij ij

Br€ €(x , y ) (x , y )
A(A ) (B )

 
   
   

   , 

r k
ij j€A y  , r k

ij j€B x   k 1, 2 , r 3, 4 , соответствен-

но; 
k r r ri
ij i j ij ij ijk k k k

ij ij ij ij

r
(u , u ) (A x B y C )

x y y x
   

    
, k 1, 2 , 

r 5, 6 , соответственно r k k
ij ij ijA y y    , 

r k k
ij ij ijB x x    , r r k r k

ij ij ij ij ijC A x B y     . 

В случае, если i iT (u ) {S}  и j jT (u ) {S} , то 

 -функция i iS (u )  и j jS (u ) описывается так: 

SS
ij i j

k k
ij i j ij i j

k 1,2
k k
ij i j ij i j

k 1,2,3 k 1,2,3,4
0 0
ij i j ij i j

k k
ij i j ij i j

k 3,4
1
ij i j 1 1 2

Ф (u ,u )

max{max min{ (u , u ), (u , u )},

max (u , u ), max (u , u ),

min{ (u , u ), (u ,u )},

max min{ (u , u ), (u , u )},

(u ,u )}, n i j n n ,



 





  

 

 

 

    


        (9) 

где k k 2 k 2 2
ij i j i i j€ €(u , u ) (x x ) (y y ) r      , k 1, 2 ; 

jk k k k
ij i j ij ij ij1 1

ij ij ij ij

r
(u , u ) (A x B y C )

x y y x 
   


 

   l l l l ,  

k 1
ij ij ijA y y   l l , k 1

ij ij ijB x x   l l ,  

k k k k k
ij ij i ij ij i ij€ €C A (x x ) B (y y )       l l , при k 1, 2 l , 

при  k 2, 1 l , 
k
ijjk k

ij ij kk 2 k 2
ijij ij

Ar
(x , y ) , k 1, 2, 3

B(A ) (B )

 
  
   


 

  , 

1 2 2
ij i i€A y y 


, 1 2 2

ij i i€B x x 


, 2 1 2
ij i i€ €A y y 


, 

2 1 2
ij i i€ €B x x 


, 3 1 1

ij i i€A y y 


, 3 1 1
ij i i€B x x 


,
 k k k k

ij i j ij ij ij(u , u ) A x B y C    , 

k k 2 k 2
ij ij ijd (A ) (B )  , k 1, 2, 3 , k k k

ij i ij€A x / d , 

k k k
ij i ij€B y / d  , k k 2 k 2 k

ij ij ij ij j€ €C ((x ) (y ) ) / d r    , 

k 1, 3  2 1 2 2
ij i i ij€ €A (y y ) / d  , 2 1 2 2

ij i i ij€ €B (x x ) / d  , 

2 2 1 2 1 2
ij ij i ij i ij j€ €C ( A x B y ) / d r    ,  

k k k k
ij i j ij ij ij(u , u ) A x B y C     , 

k k 2 k 2
ij ij ijd (A ) (B )    , k k k k

ij ij ij ijh (x, y) A x B y C    , 

k k r r
ij ij i i€ €C min{h (x , y ) : r 1, 2}    k 1, 2, 3, 4 , 

k k k
ij i ij€A x / d  , k k k

ij i ij€B y / d   , 

k k 2 k 2 k
ij i i ij€ €C ((x ) (y ) ) / d    , k 1, 3  

2 1 2 2
ij i i ij€ €A (y y ) / d   , 2 1 2 2

ij i i ij€ €B (x x ) / d   , 
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2 2 2 2 2 2
ij ij i ij i ij€ €C ( A x B y ) / d      , 

4 1 2 4
ij j j ij€ €A (y y ) / d   , 4 1 2 4

ij j j ij€ €B (x x ) / d   , 

4 4 2 4 2 4
ij ij j ij j ij€ €C ( A x B y ) / d      ; 

0 2 2 2
ij i j ij(u , u ) x y r    , ij i jr r r  ; 

0 0 0 0
ij i j ij ij ij(u , u ) A x B y C    , 0 1 2

ij j jA y y    

0 1 2
ij j jB x x    0 0 2 0 2

ij ij j ij jC A x B y    ; 

ijk k k k i
ij ij j j 2 2

ijij ij

Ar€ €(x , y ) (x , y )
B(A ) (B )

 
   
   


 

 
, 

2 1
ij j j€ €A y y  , 2 1

ij j j€ €B x x  ; 

r k 2 k 2 2
ij i j j j i€ €(u , u ) (x x ) (y y ) r      , k 1, 2 , 

r 3, 4 . 
1 1 1 1
ij i j ij ij ij(u , u ) A x B y C    ,  

1 1 2
ij ij ijA y y   , 1 1 2

ij ij ijB x x   , 1 1 2 1 2
ij ij ij ij ijC A x B y    . 

k k k ki
ij i j ij ij ijr r r r

ij ij ij ij

r(u , u ) (A x B y C )
x y y x

   
    

, 

k r r
ij ij ijA y y    , k r r

ij ij ijB x x    , k k r k r
ij ij ij ij ijC A x B y     , 

k 3, 4,  r 1, 2,  соответственно, 
k
ijk k k k i

ij ij j j kk 2 k 2
ijij ij

Ar€ €(x , y ) (x , y )
B(A ) (B )

 
        


  

   
, 

k k
ij j€A y   k k

ij j€B x  , k 1, 2 . 

Учитывая, что параметры размещения области 
размещения фиксированы, т.е. 0u 0 , то область 
допустимых решений W  задачи размещения можно 
описать неравенством: 

1 2 n(u , u ,..., u ) 0  ,                       (10) 
где   – функция размещения, зависящая от пара-
метров размещения объектов iT {S, C} , 
i 1, 2, ..., n , 1 2n n n   и заданная так: 

1 2 n 1 1 2 n

2 1 2 n

(u , u ,...,u ) min{ (u , u ,...,u ),

(u , u ,..., u )},

  


 

где 
1 1 2 n

C
oi i 1

S
oi i 1

(u , u , ..., u )

min{ (0, u ), i 1, 2, ..., n ,

(0, u ), i n 1, ..., n},

 

  

  

             (11) 

 
2 1 2 n

CC
ij i j 1

CS
ij i j 1 1
SS
ij i j 1

(u , u ,..., u )

min{ (u , u ), i j 1, 2,...,n ,

(u ,u ),i 1, ,n , j n 1,..., n,

(u , u ), i j n 1,..., n}.

 

   

   

   


        (12) 

Учитывая (2) – (9) и (11) – (12), система (10) 
может быть представлена в виде: 

1 1 2 n

2 1 2 n

(u , u ,...,u ) 0;

(u , u ,..., u ) 0,

 

 

  

или 
C
oi 0 i 1

S
oi 0 i 1 1 2

CC
ij i j 1

CS
ij i j 1 1 1 2

SS
ij i j 1 1 2

(u , u ) 0, i 1,2,...,n ;

(u , u ) 0, i n 1,..., n n ;

(u ,u ) 0, i j 1, 2,...,n ;

(u , u ) 0, i 1, ,n , j n 1,..., n n ;

(u , u ) 0, i j n 1,...,n n ,

   

     
    

     


     



  (13) 

Тогда математическую модель поставленной 
задачи можно определить так: 

min F(X) ;                               (14) 
2n 1X W R   , 1 2 nX (u , u , , u , )  l , F(X)  l ; 

где W  – область допустимых решений, заданная 
системой неравенств (13). 

Математическая модель (14) может быть опре-
делена в эквивалентном виде 

* minl l ,                             (15) 
2n 1X W R    

Рассмотрим основные особенности математи-
ческой модели (15). 

Особенности математической модели  

1. Поскольку функции CC
ij i jФ (u , u ) , 

1i j 2, , n   , SS
ij i jФ (u , u ) 0 , 

1 1n i j n 2, , n      и CS
ij i jФ (u , u ) 0 , 

1i 1, 2, , n  , 1j n 1, , n    являются выпуклыми, 
то задача (15) является обратно выпуклой. 

2. Выполнение неравенства  CS
ij i jФ (u , u ) 0  

обеспечивает, следуя (8), совместность, по крайней 
мере, одной из систем вида  

0
ij i j
0
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

, 
1
ij i j
1
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

, 

                                                                           (16) 
2
ij i j
2
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

,  1
ij i j(u , u ) 0  . 

3. Выполнение условия SS
ij i jФ (u , u ) 0 , учи-

тывая (9), обеспечивает совместность, по крайней 
мере, хотя бы одной из систем вида  

1
ij i j
1
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

, 
2
ij i j
2
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

, 

k
ij i j(u , u ) 0  , ij i j(u , u ) 0  l ,              (17) 
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0
ij i j
0
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

, 
3
ij i j
3
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

, 

4
ij i j
4
ij i j

(u , u ) 0

(u , u ) 0

 

 

,  1
ij i j(u , u ) 0  . 

4. Область допустимых решений W описыва-

ется системой, состоящей из 1 n(n 1)
2

  наборов (7), 

(16), (17) и n  систем неравенств вида (3), (4). По-

скольку CC
ij i jФ (u , u ) 0  определяется неравенст-

вом вида (7), CS
ij i jФ (u , u ) 0  – 7 неравенствами 

вида (16), SS
ij i jФ (u , u ) 0  – 18 неравенствами вида 

(17), и C
oi 0 i(u , u ) 0  , 1i 1, , n  , – 4 неравенст-

вами вида (3), S
oi 0 i(u , u ) 0  , 2i 1, , n  , – 4 не-

равенствами вида (4), то W  описывается  

11 12 11 1 1

12 2 2

1m m 18m 4n,m n (n 1);
2

1m n (n 1)
2

    

 
 

в общем случае нелинейных неравенств. 
5. В соответствии с (3), (4), (7), (8) и (9), об-

ласть W  определяется системой, состоящей из 

1 11 12 13 13 1 2m m m m , m n n     наборов нера-
венств, а число всех систем неравенств, формирую-
щих соответствующие наборы, оценивается величи-
ной 2 11 12 13m m 4m 8m   . 

6. Область W  может быть представлена в ви-
де объединения  

i
i 1

W W



 ,                              (16) 

где 1311 12 mm m* 1 4 8      , и iW  определяется 

системой из 1 n(n 1)
2

  неравенств из наборов (3),(4) 

и (7) – (9), *  – это число всех систем, которые мо-
гут быть построены посредством 2m  систем, среди 
которых есть и несовместные системы. 

7. Задача (15) может быть преобразована к 
следующему виду 

 
i*min{F(X ),i 1, , n}                      (18) 

где i*F(X ) min F(X) , iX W , i 1, ,  . 

8. Каждая задача i*F(X ) min F(X) , iX W , 
i 1, ,   в общем случае является обратно выпук-
лой и многоэкстремальной. 

9. В общем случае локальные минимумы не-
строгие. 

Исходя из перечисленных особенностей мате-
матической модели (15), можно сделать следующие 
выводы.  

Выводы 
 Поскольку множество W  в общем случае 

несвязно, а каждая компонента связности много-
связна и определяется обратно выпуклыми функ-
циями, то задача (15) является многоэкстремальной 
и NP-трудной. 

 Локальные минимумы целевой функции 
достигаются в крайних точках W , поскольку целе-
вая функция F(X)  – линейна.  

 Описание (16) области W в виде объедине-
ния подобластей позволяет осуществить декомпози-
цию задачу (15) в виде (18). Таким образом, теоре-
тически может быть получен глобальный минимум 
задачи (15), решая последовательность задач нели-
нейного программирования (18). 

Поскольку число локальных минимумов боль-
ше n! , то для практических задач может быть най-
дено только приближение к глобальному минимуму. 
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