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АНАЛИЗ ОСЛАБЛЕНИЯ ИНТЕНСИВНОСТИ ПОТОКА РЕНТГЕНОВСКИХ 
КВАНТОВ ВО ФРАКТАЛЬНОЙ СРЕДЕ 

 
В статье предложена математическая модель ослабления интенсивности потока рентгенов-
ских квантов в среде, разработанная на основе квантового анализа и производных Джексона.  
Показана связь между физическим свойством ослабления потока квантов (неидеальностью сре-
ды) и геометрическими характеристиками распределения плотности среды (ее фрактально-
стью). Предложенная модель может эффективно применяться в случае с большим вкладом 
рассеянного излучения от материалов со сложной структурой (в частности, композитных защитных 
материалов) и точно переходит в традиционную модель с использованием фактора накопления 
для однородных сред. Построенная модель может использоваться при проектировании средств 
защиты от рентгеновского излучения  и разработке алгоритмов выявления неоднородностей в 
сложных биологических объектах в цифровых комплексах рентгеновской диагностики.  
 
интенсивность потока рентгеновских квантов, фрактальная среда 

 
Введение 

Описание ослабления интенсивности потока 
рентгеновских квантов в реальных средах (в рамках 
проблем медицинской диагностики и защиты от 
рентгеновского излучения) является сложной зада-
чей статистической теории, учитывающей коллек-
тивный характер взаимодействия [1 – 3]. Уравнение 
переноса энергии по среде (т.е. по веществу, запол-
няющему физические  тела) может быть получено из 
анализа вероятностей процессов взаимодействия 
рентгеновских квантов и вещества.   

Частица, вылетающая из некоторой точки в за-
данном направлении  с определенной  энергией на 
пути x , может испытать рассеяние, поглощение или 
пройти путь без взаимодействия. Вероятности пер-
вых двух процессов  s cP , P  в однородной безгра-
ничной среде обычно предполагаются пропорцио-
нальными пройденному элементу пути dx :   

s sdP dx  ; c cdP dx  .                (1) 
При записи этих соотношений неявно предполага-

ется, что все события взаимодействия статистически 
независимы (т.е. процессы являются марковскими).  

Коэффициенты пропорциональности (завися-
щие от энергии квантов, а в случае неоднородности 
среды и от координат) называются, сечениями этих 
процессов [4]. Сумма сечений s c     равна ве-
роятности любого взаимодействия на единице дли-
ны пути, а вероятность пройти  путь dx  без взаимо-
действия равна  1 dx . Обозначим через  P x  – 
вероятность того, что длина свободного пробега до 
первого столкновения равна x . Тогда, вероятность 
того, что частица пройдет путь x dx  без столкно-
вения будет равна произведению вероятностей: 

     P x dx P x 1 dx   .                   (2) 
Разлагая левую часть равенства (2) в ряд, при-

ходим к дифференциальному уравнению переноса: 
dP P
dx

  ;    P 0 1 .                        (3) 

Решение этого уравнения для бесконечной од-
нородной среды имеет вид: 

   P x exp x  ,                           (4) 

где  – линейный коэффициент ослабления. 
Теоретически значение ослабления интенсив-

ности рентгеновского излучения в заданной точке 
пространства для заданных граничных условий и 
физических параметров вещества после взаимодей-
ствия может быть получено из решения сложных 
кинетических уравнений. Однако из-за сложности 
вычислений такой подход применяют в редких слу-
чаях. В связи с этим возрастает роль разработки 
адекватных физических и математических моделей 
для описания этих процессов. В линейном прибли-
жении для монохроматического излучения без учета 
структуры вещества используется простейшее урав-
нение переноса квантов  в дифференциальной фор-
ме, следующей из уравнения (3) [1 – 4]:  

1
xD I(x) I(x)  ;   1

x
dD

dx
 ,             (5) 

и его точное решение в виде простого экспоненци-
ального закона ослабления потока квантов I(x)  в 
зависимости от пройденной толщины вещества x : 

  0I x I exp( x)  ,                      (6) 
где I0 – начальная интенсивность потока рентгенов-
ских квантов. Это уравнение хорошо описывает  
эволюцию интенсивности потока квантов при рас-
пространении в идеальных средах.  
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Отклонение среды от идеальности (т.е. учет 
процессов диссипации в среде, процессов эволюции 
в активных средах и средах со сложной неоднород-
ной структурой) приводит к тому, что более адек-
ватными физической ситуации становятся альтерна-
тивные определения операторов дифференцирова-
ния. Наиболее часто используемыми обобщениями 
являются дробные интегро-дифференциальные опе-
раторы и конечные аппроксимации дифференциаль-

ных операторов      
h

f x h f x
D f x

h
 

 . Примене-

ние операторов дробного порядка для описания про-
цессов эволюции с учетом эффектов памяти изложе-
но в  работах [5, 6].  

В настоящей работе основное внимание уделе-
но процессам ослабления потока рентгеновских 
квантов во фрактальной среде. Обычно операторы 
производной определяются на основе операторов 
бесконечно малого сдвига    h

h 0
Df x lim D f x


 . 

Фрактальные среды обладают свойствами подобия 
основных характеристик при изменении пространст-
венных масштабов. Поэтому для них естественным 
обобщением понятия производной является произ-
водная Джексона [7], в которой для определения 
скорости процесса вместо операторов сдвига ис-
пользуются операторы масштабирования (с коэффи-
циентом подобия q): 

     
q

f qx f x
D f x

qx x





.                  (7) 

В предельном случае при q 0  производная 
Джексона переходит в обычную производную 

   qq 1
Df x lim D f x


 . Ниже изложена модель процес-

са ослабления потока рентгеновских квантов во фрак-
тальной среде на основе производных Джексона. 

Математическая модель ослабления 
рентгеновских квантов 
во фрактальных средах 

По сути, существующая теория взаимодействия 
рентгеновских квантов со средой построена на точ-
ном решении уравнения переноса для Марковских 
процессов в однородной среде и приближенных ре-
шениях, являющихся возмущениями решения для 
однородной среды. Проведем обобщение сущест-
вующей теории на случай фрактальных сред. Осно-
вой классической теории идеальных сред является 
использование собственных функций оператора про-
изводной – экспоненциальной функции. Возникает во-
прос, какие функции являются собственными функ-
циями для операторов q-производных Джексона? На 
основе развития понятия q-производных построен, так 
называемый, квантовый анализ, в рамках которого 
получены обобщения многих важных математических 
соотношений. Например, квантовая q-производная сте-
пенной функции может быть вычислена gо формуле:  

 
   

n n n
n n 1 n 1

q
qx x q 1D x x n x

q 1 x q 1
  

  
 

,  (8) 

где  
nq 1n

q 1





 и  
q 1
lim n n


 . Достаточно просто 

вычисляется производная от функции, обладающей  
свойством подобия. Пусть    f qx q f x , тогда  

 
    
 

     
q

q f x f x f x f xq 1D f x .
q 1 x q 1 x x

  
   

 
 

Собственная функция производной Римана – 
экспонента xe  имеет разложение в степенной ряд, 
коэффициенты которого выражаются через факто-

риал 
k

x

k 0

xe
k!




  . В квантовом анализе широко ис-

пользуется q-обобщение экспоненты x
qe , в степен-

ном разложении которой функция k!  заменяется ее 
обобщением –  k !:  

      
1, k 0;

k !
k k 1 .... k , k 1.

   
           (9) 

То есть, используется представление для q-
экспоненты в виде степенного ряда: 

 
n

x
q

k 0

xe
k !




  .                        (10) 

Такое определение приводит к тому, что функция 
x
qe  является собственной функцией оператора qD : 

     
 
   

k
x k

q q q q
k 0 k 0

k 1 k 1 x
q

k 1 k 1

x 1D e D D x
k ! k !

k 1x x e .
k ! k 1 !

 

 
 

 

 

 
    

 

  


 

 
  (11) 

Обобщенная экспоненциальная функция x
qe  с 

ростом аргумента x  спадает медленнее, чем обыч-
ная экспонента, что показано на рис. 1. 

 
Рис.1. Зависимость отношения  q-экспоненты и обычной 
экспоненты  x x

qe e  от координаты x и параметра q 
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Уравнение переноса (5) во фрактальной среде 
приобретает такой же вид, но с заменой обычной 
производной на производную Джексона: 

   qD I x I x  ,                 (12) 

а его точное решение можно записать через q-
экспоненту:    

  x
0 qI x I e .                    (13) 

Ниже мы покажем, что фрактальность среды (и, 
определяющееся этим, использование производных 
Джексона) связана с неидеальностью среды (т.е. с до-
полнительным усилением или затуханием потока в 
среде).  Отметим, что уравнение переноса потока энер-
гии электромагнитных квантов (5) является следствием 
не только вероятностных представлений, но и прямым 
следствием волнового уравнения для электромагнитно-
го поля. Для того, чтобы наиболее ясно продемонстри-
ровать взаимосвязь фрактальности и неидеальности 
среды, рассмотрим уравнение для пучка электромаг-
нитных волн с электрическим полем E


 и частотой  , 

распространяющегося вдоль оси x  в среде с неодно-
родной диэлектрической проницаемостью  0 x :  

 
2

02E x E 0
c


    ,                (14) 

где c – скорость света; а 
2

2x



   


 – лапласиан 

в цилиндрических координатах  r , x ; поперечный 

лапласиан –  1 r
r   


    ; 
r



 


 – попе-

речный градиент. Если ввести комплексную ампли-
туду поля  A x


 с помощью соотношения 

    E A x exp i t kx    + компл. сопр., то из вол-

нового уравнения (14) в коротковолновом, высоко-
частотном приближении для этой амплитуды полу-
чим известное параболическое уравнение геометри-
ческой оптики (см., например, [8]): 

A2ik A
x 


 


,                      (15) 

где коэффициент k / с  , символ   обозначает диф-
ференциальные операции по поперечным координатам 
(по отношению к направлению распространения пото-
ка).  Чтобы перейти к вещественным величинам введем 
вещественную амплитуду 0A  и эйконал  : 

 0A A exp ik   .                 (16) 

Тогда из уравнения (15) следуют уравнения 
геометрической оптики: 

 2 02
0

12 A
x k A

 


    


;  

   0
0 0

A 1A A 0
x 2  


       


.   (17) 

Если предположить поток цилиндрически сим-
метричным относительно оси x , то в цилиндриче-
ских координатах можно ввести угол наклона   
луча к оси x  с помощью соотношения      и 

интенсивность потока излучения 2
0I(x) A . Тогда 

уравнения геометрической оптики (17) в этих пере-
менных приводятся к системе из уравнения первого 

порядка для угла   0
x 


   


 и уравнения пере-

носа для интенсивности потока: 
I 1I I 0
x r 



 
         

.         (18) 

Таким образом, уравнение переноса интенсив-
ности излучения (подобное уравнению (5)) является 
следствием уравнений Максвелла для потока элек-
тромагнитного излучения. Поэтому кроме обобще-
ния уравнения переноса (уравнения первого поряд-
ка) для фрактальной среды естественно рассмотреть 
обобщение и волнового уравнения (уравнения второ-
го порядка для колебательных процессов в среде). 
Такое обобщение позволит наиболее просто связать 
значения коэффициента подобия параметра q с ак-
тивностью или пассивностью среды. 

Как для рассмотрения колебательных процес-
сов в обычных средах естественны тригонометриче-
ские функции на основе обычных экспонент, так во 
фрактальных средах важны обобщения тригономет-
рических функций на основе q-экспонент (10). В 
рамках квантового анализа вводятся новые функции: 

 
i x i x
q q

q
e e

cos x
2


 ;    

i x i x
q q

q
e e

sin x
2i


 .  (19) 

Воспользовавшись полученными выше соот-
ношениями (11) для квантовой производной обоб-
щенной экспоненты легко получить, что функции, 
введенные с помощью соотношений (19), удовлетво-
ряют подобным соотношениям для стандартных 
тригонометрических функций: 

   q q qD cos x sin x  ,     q q qD sin x cos x .  (20) 

Эти q-функции переходят в обычные тригоно-
метрические функции при q 1 , однако с увеличе-
нием отклонения параметра неэкстенсивности q от 
единицы усиливается отклонение характера поведе-
ния функций    q qsin x , cos x от поведения обычных 

тригонометрических функций. На рис. 2 изображен 
график функции  qsin x  и фазовая траектория для 

колебательного процесса, который описывается такой 
функцией. Из рис. 2 видно, что колебательный про-
цесс, описывающийся q-тригонометрическими функ-
циями, имеет характер диссипативного процесса. С 
приближением параметра q к 1 уменьшается зависи-
мость амплитуды колебаний от времени (тем самым, 
происходит приближение среды к идеальной). Про-
анализируем более подробно эту связь. 
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б 

Рис. 2. Простейший колебательный процесс во фракталь-
ной среде: а – графики функций sinx и sinqx для 

q = 0,95; б – фазовая траектория функции sinqx  q = 0,95 
 
Рассмотрим простейший колебательный про-

цесс во фрактальной среде, который описывается 
уравнением для фрактального осциллятора с исполь-
зованием производных Джексона: 

     2
q qD D E x k E x 0  ,             (21) 

общим решением которого является функция: 
     1 q 2 qE x C sin k x C cos k x  .      (22) 

Приведенный на рис. 2 случай соответствует 
начальным условиям  f 0 0  и  qD f 0 1 , для 

которых E(x) = sinqkx. Колебательный процесс во 
фрактальной среде в каком-то смысле соответствует 
колебательному процессу в однородной среде, но в 
присутствии диссипации, т.е. функция E(x) подобна 
колебательному процессу g(x), описывающемуся 
уравнением в обычных производных для осциллято-
ра с затуханием : 

      1 1 1 2
x x xD D g x D g x k g x 0   .     (23) 

Линейное уравнение имеет точное решение: 

   xg x e sin k x   .              (24) 
Параметры подобия и затухания связаны соотно-

шением, которое определим из условия максимального 
совпадения фазовых траекторий в квадратичной мет-
рике. Результат такой оптимизации приведен на рис. 3, 
на котором представлена зависимость коэффициента 
фрактальности q от коэффициента затухания  . 

  
  

Рис. 3. График взаимосвязи коэффициента затухания α  
и коэффициента фрактальности q 

 

Таким образом, из сравнения колебаний во фрак-
тальной среде (которые описываются волновым урав-
нением в производных Джексона) и колебаний в неиде-
альной среде без фрактальной структуры получена за-
висимость параметра фрактальности от свойств неиде-
альности среды. В предельном случае отсутствия фрак-
тальности (q = 1) осуществляется переход к  обычному 
экспоненциальному ослаблению потока в конденсиро-
ванной среде с регулярной структурой.  

Для определения коэффициента фрактальности 
среды можно использовать данные по ослаблению 
рентгеновских потоков в различных средах с апри-
орно известной структурой, либо при фиксирован-
ной внутренней структуре среды управлять уровнем 
рассеянного излучения, приходящего в заданную 
точку путем изменения характеристик потока кван-
тов. Использование значения коэффициента фрак-
тальности и линейного коэффициента ослабления 
потока  позволяет определить параметры ослабле-
ния потока для среды с известной структурой. 

Выводы 
Предложена математическая модель ослабле-

ния интенсивности потока рентгеновских квантов в 
среде на основе квантового анализа и квантового же 
обобщения экспоненциальной функции. Показана 
связь между физическим свойством ослабления по-
тока  квантов (неидеальностью среды) и статистиче-
скими геометрическими характеристиками распре-
деления плотности среды (ее фрактальностью). Эта 
модель более адекватна физическим процессам пе-
реноса энергии в средах со сложной структурой и 
точно переходит в традиционную модель с исполь-
зованием фактора накопления для однородных сред. 
Построенная модель может использоваться при про-
ектировании средств защиты от рентгеновского из-
лучения и разработке алгоритмов выявления неод-
нородностей в сложных биологических объектах в 
цифровых комплексах рентгеновской диагностики.  
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