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ПРО ДОСЛІДЖЕННЯ ВЛАСТИВОСТЕЙ ЛІНІЙНИХ ЛОГІЧНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ 

 
Досліджені основні поняття логічних просторів, зокрема, лінійного логічного перетворення як ос-
новного засобу побудови логічних мереж. Проведено аналогію між оператором замикання та лі-
нійним логічним перетворенням. Описана суперпозиція лінійних логічних перетворень. Наведено 
метод знаходження n -ого лінійного логічного перетворення та проведено його аналіз.  
 
лінійне логічне перетворення, логічна мережа, логічний простір, породжуюча сукупність ве-
кторів, теорія категорій 
 

Вступ 
Останнім часом широкого розповсюдження на-

бувають найрізноманітніші методи формального 
опису природної мови. Дійсно, з цією метою вико-
ристовують формальні граматики [1], теорію ймові-
рностей, теорію логічних систем [2, 3], навіть сінер-
гетику та квантову механіку [4]. Дослідження в 
цьому напрямку проводилися ще з 60-х років ХХ ст. 
Проте виявилося, що формалізація природної мови є 
надзвичайно складною проблемою. Але спроби   
формального опису природної мови доцільно про-
довжувати принаймні для того, щоб краще зрозумі-
ти, яким чином людина сприймає інформацію, по-
відомлену природною мовою [5]. Одним з формаль-
них засобів опису природної мови є логічні мережі 
[6]. Перевагами логічних мереж можна вважати на-
ступні: логічна мережа є засобом опису будь-яких 
відношень; вхідна і вихідна інформація представле-
на у вигляді знань; наявність проміжних змінних в 
мережі гарантують відсутність пробок. 

Крім того, логічні мережі доцільно використо-
вувати для формалізації не тільки фрагментів при-
родної мови, а для об’єктів будь-якої природи. Та-
ким чином, дослідження логічних мереж, а саме 
лінійних логічних перетворень як основного засобу 
їх реалізації, є важливою та перспективною задачею. 
Мета статті – дослідження властивостей лінійних 
логічних перетворень для подальшого розвитку тео-
рії логічних мереж та перспектив використання. 

Логічні простори 
В зв’язку з використанням властивостей логіч-

ного простору під час дослідження властивостей 
лінійних логічних перетворень важливою є задача 
дослідження таких понять як базис і розмірність 
логічного простору [7, 8].  

Логічним простором назвемо непусту множину 
векторів M  над полем скалярів G , де для скалярів і 
векторів виконуються відповідно закони ідемпотент-
ності, комутативності, асоціативності, нуля та одини-
ці, а зв’язок між скалярами та векторами описують за 
допомогою законів лівої та правої дистрибутивності 
(відносно відповідно диз’юнкції скалярів та 
диз’юнкції векторів) та законів нуля та одиниці. Далі 
введемо в логічному просторі поняття комбінації век-
торів і незалежної системи векторів. Комбінацією 
векторів m21 a,...,a,a  називається вектор u , рівний 

kk
m

1k
mm2211 aa...aau 


, 

де m21 ,...,,   – коефіцієнти комбінації. 
Сукупність векторів називається породжую-

чою, якщо всі вектори простору M  являються їх 
комбінаціями.  

Твердження. Якщо породжуюча система векторів 
 m21 a,...,a,a  простору М містить вектор ai, який 
можна виразити лінійно через інші вектори системи, 
то, якщо його викинути з породжуючої сукупності, 
знову отримаємо породжуючу сукупність для М. 
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Дійсно, кожний вектор простору можна вирази-
ти через деяку комбінацію векторів з породжуючої 
сукупності. Якщо замінити в цих комбінаціях вектор 
ai його виразом через інші вектори породжуючої су-
купності, то отримаємо вираження будь-якого векто-
ру простору через вектори породжоючої сукупності, 
які не містять ai, що й потрібно було довести. 

Неважко також довести, що будь-яка мінімаль-
на (за кількістю векторів) породжуюча сукупність 
векторів незалежна. Дійсно, нехай сукупність векто-
рів  m21 a,...,a,a  – мінімальна за кількістю векторів 
m . Оскільки сукупність векторів породжуюча, то 
кожний вектор mi1,u i   простору M  можна ви-

разити наступною формулою: kk
m

1k
i au 


. Нехай 

система  m21 a,...,a,a  залежна, тоді існує вектор 

kk
1m

1k
l aa 




, який залежить від інших. Тоді 

mi1,u i   можна виразити через комбінацію век-
торів  m1l1l21 a,...,a,a,...,a,a   без залежного на-
ступним чином: 

.aaau kk
1m

1k
kk

1m

1k
lkk

1m

1k
i 






























 

Тоді породжуюча сукупність перестає бути мі-
німальною, що суперечить умові. Значить незалежна. 

Твердження. Будь-яка максимальна (за кількіс-
тю векторів) незалежна сукупність векторів є поро-
джуючою.  

Припустимо, що існує такий вектор простору, 
який не можна представити комбінацією векторів 
системи  m21 a,...,a,a . Тоді його можна представити 
двома можливими способами: 1) добавити до даної 
системи деяку кількість векторів простору, 2) заміни-
ти один (або декілька) векторів з сукупності вектором 
(векторами) простору. В першому випадку сукуп-
ність перестає бути максимальною, що суперечить 
умові, в другому – за кількістю векторів сукупность 
все рівно залишається максимальною. Таким чином, 
доведення зводиться до пошуку відповіді на питання 
чи існує вектор простору, який можна було б вирази-
ти через меншу сукупність векторів, але не  через 
максимальну незалежну. Очевидно, що якщо вектор 
можна виразити через меншу незалежну сукупність 
векторів, то можна й через максимальну. Якщо ж цей 
вектор виражається через систему, в яку входять і 
залежні вектори, то їх завжди можна виразити в ви-
гляді комбінації незалежних (які в свою чергу є під-
множинами максимальної незалежної сукупності). 

Лінійні логічні перетворення вводять на логічних 
просторах наступним чином [9]. Для того, щоб функ-
ція BA PP:F   була лінійним логічним перетворен-
ням, необхідно та достатньо, щоб вона мала вигляд 

        xPy,xKyP
Ax
F  

для будь-якого By , де  y,xK – предикат з BAP  . 

Вступ до теорії категорій 
Як відомо, теорія категорій, дає нам загальний 

підхід до розв’язання різноманітних проблем [10]. 
Логіка предикатів будує своєрідний «місток» між 
теорією категорій і практикою. Предикатна інтер-
претація категорій без об’єктів та за їх наявністю 
була наведена в [11]. В [12] визначено поняття мо-
дифікованої теорії категорій і сформульована задача 
розробки теорії модифікованих категорій, що від-
криває перспективи для розробки швидкодіючих 
машин паралельної дії. 

Сформулюємо далі деякі поняття теорії категорій 
та їх інтерпретацію мовою логіки предикатів. Зокрема, 
зупинимось на основному понятті теорії категорій – 
операторі замикання та згаданому вище поняттю алге-
бри логіки лінійному логічному перетворенню. 

Оператором замикання на множині A  назива-
ється відображення C  множини всіх підмножин 
 AP  в себе, в якому для всіх  APY,X   викону-
ються наступні властивості: 

1) якщо YX  , то виконується    YCXC   
(монотонність); 

2)  XCX   (рефлексивність); 
3)    XCXCC   (ідемпотентність). 
Розглянемо приклад лінійного логічного пере-

творення, яке є оператором замикання. Нехай 

Ax ,  c,b,aA  ,  c,b,aB  , By ,   axxP  , 

  ca xxxP  ,   ba yyyQ  ,    ba yyyQ  
cy ,  y,xK baaa yxyx  . Перевіримо виконан-

ня властивостей оператора замикання: 
1)    yQxP        yQxP   – розглянуте 

перетворення монотонне; 
2)  xP     yQ  – розглянуте перетворення 

рефлексивне; 
3)   AxyQ       xPy,xK ,  
   ByxP 1      yQx,yK , 
  yQ 1 ByAx        yQx,yKy,xK .  

Оскільки в ядрі перетворення область визна-
чення змінної x  співпадає з її областю визначення в 
предикаті  xP , то виконується 

   ByAxyQ 1        yQx,yKy,xK = 
= ByAx      x,yKy,xK    xPy,xK = 

= BxAx      xPy,xK
BA

 Ax

    xPy,xK . 
Отримали, що умова ідемпотентності також ви-

конується. Таким чином, лінійне логічне перетво-
рення такого виду є оператором замикання. Необ-
хідно розглянути лінійні логічні перетворення іншо-
го, більш загального виду. Якщо множини визна-
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чення змінних не співпадають, то 1) – 3) не будуть 
виконуватись. Також представляють інтерес дії над 
лінійними логічними перетвореннями, наприклад, 
такі як степінь лінійного логічного перетворення 
або суперпозиція лінійних логічних перетворень. 

Суперпозиція лінійних  
логічних перетворень 

Розглянемо довільне лінійне логічне перетво-
рення предикатів. Ядро перетворення задамо насту-
пним графом (рис. 1).  

 

c  

a  

b  

d  

e  

1  

2  

3  

4  
y x  

Рис. 1. Графічна інтерпретація ядра лінійного логічного 
перетворення  y,xK1  

 
Ядро перетворення матиме вигляд  

    4e3d1ca yxyxyxxy,xK  . 
Тоді маємо лінійне логічне перетворення 

   
     .xPyxyxyxx

e,d,c,b,axyQ
4e3d1ca 


 

Далі по предикату P  знайдемо предикат Q  як 
результат якого-небудь лінійного перетворення 

      
  .yyxxx

yxyxyxxe,d,c,b,axyQ
31dba

4e3d1ca




 

Таблиці предикатів  y,xK1 ,  z,yK2  та 
 z,xK  можна розглядати як прямокутні матриці, а 

з’єднання предикатів – як добуток матриць: 
          z,yKy,xKz,yKy,xKz,xK 21

Ny
21 


 . 

Квантор існування відповідає проміжному пре-
дикату рівності. Виключаємо проміжні точки, про-
стежуючи можливі шляхи. 

Знайдемо далі з’єднання двох предикатів 
 y,xK1  та  z,yK2  (рис. 2). Обчислимо предикат 
 z,xK  (рис. 3) за формулою: 

        
     .zxzzxzyyzyzy

yyxyyx 4,3,2,1yz,xK
ca4321

43c21a

 


 

При цьому результатом суперпозиції розгляну-
тих вище перетворень предикату   ca xxxR   

буде предикат     zzzzT . 
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Рис. 2. Графічна інтерпретація ядер лінійного логічного 

перетворення  y,xK1  та  z,yK2  
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Рис. 3. Графічна інтерпретація ядра лінійного логічного 

перетворення  z,xK  
 
Так ми розглянули суперпозицію перетворень, 

де області визначення для змінної y  в ядрах 
 y,xK1  та  z,yK2  співпадають. Доцільно також 

розглянути випадок, де області визначення не спів-
падають. В [12] було введено поняття модифікова-
ної предикатної категорії, де визначався добуток 
морфізмів (лінійних логічних перетворень) для ви-
падків, де 0NN 21  , а саме 

      z,yKy,xKNNyz,xK gf21h  , 

де fgh  , 1NA:f  , DN:g 2  , A , 1N , 2N , D  – 
довільно обрані підмножини універсуму U . Таким 
чином, якщо області визначення не співпадають, то 
для обчислення суперпозиції достатньо взяти пере-
тин областей визначення. Як наслідок, суперпозиція 
лінійних логічних перетворень існує не лише, коли 
області визначення співпадають, а достатньо щоб їх 
перетин не був пустою множиною.  

Про метод знаходження n-го лінійного 
логічного перетворення 

Як відомо, лінійні логічні перетворення можна 
виразити наступною формулою: 

      xPy,xKMxyQ  , 
де M  – область визначення змінної x , а N  – об-
ласть визначення змінної y . В [13] була виведена 
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формула для знаходження n-ої степені лінійних ло-
гічних перетворень: 

)y(QK)y(Q i
n

1i
)n(


 , де )x,y(K)y,x(KKKi  ; 

)x(PK)x(P i
n

1i
)n( 


, де )y,x(K)x,y(KKKi  . 

Матриця K  є суперпозицією ядер лінійних ло-
гічних перетворень з  xP  в  yQ  і, відповідно, з 
 yQ  в  xP : )x,y(K)y,x(KK  . 

Було доведено твердження про те, що при зна-
ходженні степеня лінійного логічного перетворення 
якщо на двох послідовних кроках значення перетво-
рення повторюється, то це значення буде повторю-
ватись також і на наступних кроках. Тобто якщо при 
знаходженні n-го степеня лінійного логічного пере-
творення, було отримано однакові результати на n-
му та (n – 1)-му кроках, то цей результат отримаємо 
також і на наступних (n + 1) -ому, (n + 2)-му і т.д. 
кроках. Тоді таке лінійне перетворення і є шуканим. 
Таким чином, метод знаходження n-го лінійного 
логічного перетворення дає нам критерій закінчення 
роботи логічної мережі і обґрунтовує його. 

Висновки та перспективи  
подальших досліджень 

В процесі досліджень було отримано наступні 
результати: 

– наведено та доведено твердження про поро-
джуючу сукупність векторів, мінімальну та макси-
мальну незалежну сукупність векторів; 

– проаналізовано подібність між оператором 
замикання та лінійними логічними перетвореннями; 

– досліджено суперпозицію лінійних логічних 
перетворень; 

– проведено аналіз методу знаходження n-го 
лінійного логічного перетворення.  

Все це дає змогу краще зрозуміти внутрішню 
структуру лінійних логічних перетворень як основ-
ного засобу функціонування логічних мереж. А сам 
метод знаходження n-го лінійного логічного пере-
творення, як уже було зазначено вище, дає нам кри-
терій закінчення роботи логічної мережі. Слід відмі-
тити, що логічні мережі будують для реалізації від-
ношень будь якої природи. Так логічні мережі за-
стосовували не тільки для опису фрагментів приро-
дної мови (закінчень повних неприсвійних прикмет-
ників, іменників та дієслів російської мови [6, 14, 
15]), а також при розв’язанні задачі гіпотетично 
зв’язаних абонентів в автоматизованій системі ком-
плексних розрахунків інтегрованої інформаційно-
обчислювальної системи підприємства електро-
зв’язку та при побудові комп’ютерного комплексу 
для автоматизованого керування фірмою та узго-
дженої роботи її відділів. 

Таким чином, необхідно продовжувати дослі-
дження в цьому напрямку. Становить інтерес деталь-
не дослідження обчислення степеня лінійних логіч-
них перетворень на предмет виявлення закономірнос-
тей обчислення в залежності від вигляду вхідних век-
торів та їх областей визначення, що могло б спрости-
ти обчислення, а значить прискорити роботу логічної 
мережі в цілому та для деяких конкретних випадків.  
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