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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ ПОКРЫТИЯ МНОГОУГОЛЬНОЙ ОБ-
ЛАСТИ СЕМЕЙСТВОМ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ  

 
Рассматривается оптимизационная задача покрытия многоугольной области семейством пря-
моугольников. В качестве средств математического моделирования трансляционного покрытия 
используется понятие Г-функции. Строится математическая модель задачи.  
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Мотивация и приложения [1] Задачи покры-

тия имеют различные области применения. В каче-
стве примера можно привести задачи покрытия дат-
чиками в военных сценариях. Целью является найти 
такое размещение множества обнаруживающих об-
ластей, чтобы интересующие точки были бы покры-
ты. В телекоммуникациях геометрические задачи 
покрытия возникают в приложениях для мобильной 
связи. В этом случае требуется определить положе-
ния для новых базовых станций (передатчиков), ко-
торые учитывают характер спроса пользователей.  

При распознавании формы в робототехнике и в 
графических приложениях и в приложениях по об-
работке образов иногда полезно представить форму 
объекта, как набор объектов с более “простой” фор-
мой. Однако, имея набор объектов и целевую фор-
му, может оказаться трудным определить, может ли 
целевая форма быть описана данным набором час-
тей. Целью является получение внешней аппрокси-
мации формы, использующей данные части. Опти-
мизация запросов в пространственных базах данных 
является еще одним источником задач покрытия. В 
этой задаче запрос может соответствовать геомет-
рической области и быть выражен в исходной фор-
ме, используя геометрические параметры. Имея 
множество существующих геометрических, пара-
метризованных областей запросов и набор целевых 
точек или областей, можно задать вопрос о сущест-
вовании значений параметров, позволяющих облас-
тям запросов покрыть цель. Существуют также за-
дачи размещения и упаковки в производстве, для 
которых могут быть полезны решения задач покры-
тия. Одним из примеров может быть “постановка 
меток” в задаче раскладки выкроек на рулонах тка-
ни в швейной промышленности. 

Кроме того, задачи покрытия возникают в ир-
ригации, пожарной безопасности, вентиляции ванн, 
системы воздушного и космического наблюдения, 
медицине. 

Анализ публикаций, посвященных решению 
2D задачам покрытия, позволяет сделать следующие 

выводы. Большинство геометрических задач покры-
тия, которые можно встретить в литературе являют-
ся NP-сложными. В основном, для решения задач 
покрытия прямоугольных и многоугольных облас-
тей используются эвристические методы.  

Разработка эффективных методов решения рас-
сматриваемого класса задач требует построения ма-
тематических моделей, использующих конструк-
тивные средства математического моделирования. 

Целью статьи является построение математи-
ческой модели задачи покрытия многоугольной об-
ласти семейством прямоугольников. 

Постановка задачи 
В данной работе рассматривается задача по-

крытия в следующей постановке [2]. 
Пусть задана компактная связная многоуголь-

ная область 2R   и семейство 
i{P , i 1,2,...,n}    прямоугольников 

2
i i i i iP {(x, y) R , a x a , b y b }        , 

i 1, 2,..., n , 

где 2R  – двумерное арифметическое евклидово 
пространство. 

Расположение   и iP  в пространстве 2R  од-
нозначно определяется векторами трансляции 

0 0 0u (x , y )  и i i iu (x , y ) , i 1, 2,..., n  соот-
ветственно. Полагаем, что область   неподвижна и 

0u (0,0) . В дальнейшем прямоугольник iP , 
транслированный на вектор iu , обозначим i iP (u ) , а 
семейство транслированных прямоугольников 

i iP (u ) , i 1, 2,..., n  обозначим (u) , где 
2n

1 2 nu (u , u ,..., u ) R  . 
В статье [2] строится математическая модель 

поставленной задачи при условии, что для каждой 
пары прямоугольников iP  и jP  выполняется соот-

ношение: i ja a  и i jb b , i j 2,..., n  . В данном 
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исследовании рассматривается общий случай, когда 
ограничение на значение метрических характери-
стик прямоугольников снимается. 

Следуя [2], cемейство (u)  называется покры-

тием области  , если существует вектор 2nu R , 
такой что 

n

i i
i 1

( P (u ))


    .                          (1) 

Задача. Необходимо определить, существует 

ли вектор 2nu R  такой, что семейство (u)  явля-
ется покрытием области  . 

Семейство 0(u )  является покрытием области 
 , если существует фиксированный вектор 

0 2nu R , такой что 0P(u ) , т.е. выполняется 
соотношение  

0int H(u )  ,                           (2) 
где int( )  – внутренность множества ( )  [3], 

0 2 0H(u ) R \ int P(u ) , 
n

0 0
i i

i 1
P(u ) P (u )


 . 

Конструктивным средством аналитического 
описания взаимодействия множества   и семейст-
ва (u)  является  - функция [2]. 

Пусть имеется функция 
2n

1 1
2n

2 2

2n

F (u, v) если u R ,

F (u, v) если u R ,
F(u, v)

F (u, v) если u R , 

 

  


 

              (3) 

где 2n 2n
k

k 1
R R




   – разбиение пространства 2nR , 

K , 1 n(n 1)
2

  . Здесь K 11 , если i ja a  и 

i jb b ; K 7 , если i ja a  и i jb b  или i ja a  и 

i jb b ; K 5 , если i ja a  и i jb b . 

По определению функция F(u,0)  называется 
 -функцией для множеств   и i iP (u ) , i 1,2,..., n  
и обозначается (u) , т.е. 

2n
1 1

2n
2 2

2n

(u) если u R ,

(u) если u R ,
(u)

(u) если u R . 

 

   


 

.               (4) 

Таким образом, если  
*(u ) max (u) 0    , 

тогда множества *
i iP (u ) , i 1, 2,..., n  покрывают об-

ласть  . 

Определение  - функции основано на понятии 
 -функции, поскольку  

i i mF (0, v) (v), i 1, 2,...,    . 
Заметим, что  -функция вида  

0 0 j q(v) min{ (v), j 1, 2,..., }       

для множеств 2n
qh H (u)  и    при любом 2n

qu R  

имеет один и тот же вид [4], где 0 j(v)  –   -

функция для объектов   и 
jiC , qj 1,2,...,  , 

v (x, y) .  
Рассмотрим функции 0 j(v) , полагая, что 

множество    – выпуклое и описывается системой 
линейных неравенств.  

Обозначим вершины области   через j j(x , y ) , 
j 1,2,..., t .  

В качестве базовых объектов iC  в данном ис-
следовании рассматриваются полуплоскости, кону-
сы, полубесконечные полосы и прямоугольники. 

Из [5] следует, что  -функции для   и мно-
жеств iC , i 1, 2,...,13 , имеют в общем случае сле-
дующий вид соответственно: 

j ji j(v) max{f (v),i 1, 2,...,M }   , 

где – jM  число сторон многоугольника, который 

является границей суммы Минковского множеств 
(0)  и iC (0) , т.е. ifr{ (0) C (0)}  . 

Пусть 0 2n
qu int R . Тогда  -функция для 

множеств   и 0 2n
qh(u ) H (u)  имеет следующий 

вид  
q qj q(v) min{ (v), j 1, 2,..., }     ,           (5) 

где qj(v)  – это  -функция для множеств   и 

ii j

0 0
iC C (u ) . 

Таким образом, если *
q q(v ) max (v) 0    , 

тогда семейство 0(u ) , заданное соотношением (2), 
является покрытием области  . 

Согласно [2], для любого 2n
ku R  множества 

i ii iC (u ) , qj 1,2,...,   имеют одинаковую простран-

ственную форму, которые в общем случае отлича-
ются только метрическими характеристиками. Это 
означает, что  -функции qj q(v), j 1,2,...,    для 

любого 2n
qu int R  имеют одинаковый вид и отли-

чаются только значениями коэффициентов. Опреде-
лим функцию qF (u, v) , рассматривая u  как пере-

менную в функциях qj q(v), j 1,2,...,   , т.е. 

q qj qF (u, v) min{F (u, v), j 1, 2,..., }   .        (6) 
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Легко видеть, что если 
* *

q qF (u , v ) max F (u, v) 0  , 

то множества   и * *h (v )  не пересекаются, то вы-
полняется условие (3), т. е.  

*int H(u )  . 

Пусть 0 2n
mu R  и 0 2n

mh(u ) H (u) . Тогда мно-

жество 0h  может быть представлено как пересече-
ние двусвязных множеств  

0 0
i ih h (u ) , mi 1, 2,...,  . 

Определим следующую функцию 
m mi m(v) min{ (v),i 1,2,..., }     ,         (7) 

где mi (v)  –  -функции для множеств   и 0
ih , 

i 1, 2,...,  .  
Это значит, что функции mj(v) , mi 1, 2,...,   

имеют вид  -функций q (v) , заданных соотно-

шением (5).  
Как следует непосредственно из (7), m (v) 0   

для всех 2v R . 
Функция mF (u, v)  задается так: 

m mi mF (u, v) min{F (u, v), i 1, 2,..., }   ,         (8) 
где miF (u, v)  функция, генерируемая  -функциями 

mi (v), i 1, 2,...,   .  
Таким образом, mmax F (u, v) 0 , при условии 
2n
mu R , т. е. множество   не может принадлежать 

множеству P(u)  для любого 2n
mu R .  

Перечислим некоторые важные свойства  - 
функции [2]. 

 -функция – разрывная функция.  
Кроме того,  -функция для множеств   и 

i iP (u ) , i 1,2,..., n , кусочно-гладкая на области  

2n
k

k 1
G ( R ) \ Q




  , 

где Q  состоит из точек 2n
ku frR , k 1,2,...,  , таких 

что, по крайней мере одна пара координат 
q1

i j ij ij(u , u ) frR frR  , 

i j, i, j 1,2,...,n  ,  
q {2,3,...,11} . 

Таким образом, решение поставленной задачи 
может быть сведено к следующей задаче: 

max (u) , при условии 2nu R .              (9) 
При этом процесс решения может быть завер-

шен, как только j(u ) 0  , где ju  определяется на 
итерации j . 

Так как множество   – односвязное, то  задача 
(9) может быть представлена следующим образом: 

qi 1max{ q 1 2 }                          (10) 

q q q2n
q

i i i
u R

1

(u ) max (u)

q 1 2 ,

 


     

     
,              (11) 

где 1  – это число функций вида (6).  
Следует заметить, что процесс решения закан-

чивается, как только выполняется неравенство 

q
*
i 0  . 

Выводы 
Таким образом, модель (10) – (11) позволяет 

построить дерево решения, концевым вершинам 
которого соответствуют функции 

qi (u) , 

1q 1,2,...,  . 
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