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ПРИМЕНЕНИЕ ДИВИДИРИАЛЬНОГО И МУЛЬТИГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЙ 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МГНОВЕННОГО ТЕМПА РОСТА НЕМОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Приведены сведения об основных определениях дивидир и мультигралов первого и второго рода. 
Показано, что экономическим содержанием дивидир являются функции мгновенного темпа рос-
та и эластичности. Вычислены соответствующие выражения для основных функций роста. 
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Введение 

Анализ литературы. В экономической теории 
хорошо известны задачи определения среднего тем-
па роста, определения среднего уровня инфляции и 
построения функции эластичности [1].  

Для положительной монотонной конечной по-
следовательности средний темп роста 

n 1 n 1T y / y−= .                          (1) 
Средний темп роста подпоследовательности 

{ }1 1 jY Y, Y y , j k,m;1 k m n⊂ = = ≤ < ≤  определя-

ют по формуле 
m k1 m kT y / y−= .                        (2) 

Среднегодовой уровень инфляции определяют 
по формуле [2]: 

12
3

j 1
I 1 ,

100
l

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏                           (3) 

где l – уровень инфляции в j-м месяце , j 1,12= . 
Известно, что для любой дифференцируемой 

функции y = f(x) эластичность xE (y)  определяют 
по формуле 

x
y (x)E (y) x

y
′

= .                         (4) 

Невзирая на то, что, на первый взгляд, это дос-
таточно разные задачи, их внутренняя общность 
показана в работах [2, 3]. 

В работе [2] доказано, что для определенной на 
[а, b] непрерывной функции имеет место условие, ко-
торое названо дивидирой первого рода V(x), а именно: 

( )
( )

1/ x

x 0

f x x f (x)V(x) lim exp
f x f (x)

Δ

Δ →

⎡ ⎤+ Δ ′⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
.   (5) 

Операция, которая дает возможность по диви-
дире первого рода определить ее первообразную, 
названа мультигралом первого рода. Определенный 
на интервале [а, b] мультиграл первого рода вычис-
ляют по формуле 

bbdx
a a

nf (x) exp ln f (x)dx= ∫ .                 (6) 

Дивидирой второго рода w(x) названа функция 

h 1

ln f (xh) ln f (x) xf (x)w(x) lim
ln h f (x)→

′−
= = .       (7) 

Сравнивая выражения (4) и (7), можно сделать 
вывод, что эластичность xE (y)  функции w(x) есть 
дивидира второго рода. 

Определенный на интервале [а, b] мультиграл 
первого рода вычисляют так: 

b
dx

a
nf (x) exp ln f (x)dx,= ∫                    (8) 

определенный мультиграл второго рода вычисляют 
по формуле 

bbf (x)
a a

f (x)n (x) exp dx .
x

⎡ ⎤
δ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫                  (9) 

Возможная экономическая интерпретация этих 
математических объектов согласно с работами [2, 3] 
такая. 

Дивидира первого рода – это средний темп ро-
ста на бесконечно малом интервале времени  [t1, t2] 
t1 < t2; 2 1 1t t t 0 :Δ = − < ε ε →  

2 1 2t t
1

y(t )
V(t)

y(t )
−= .                     (10) 

Дивидира второго рода в соответствии с её оп-
ределением имеет экономический смысл эластично-
сти функции. 

В таком случае, по мнению автора работы [2], 
определенный мультиграл второго рода дает воз-
можность вычислить зависимость предложения от 
цены по известным коэффициентам эластичности 
предложения от цены. 

В работе [3] показано, что натуральный лога-
рифм относительной меры отклонения  фактической 
скорости от эталонной совпадает с дивидирой вто-
рого рода. 

Постановка задачи. Целью данной работы яв-
ляется вычисление дивидир первого и второго рода, 
мультигралов первого и второго рода для основных 
функций роста, принятых в эконометрии [1] без огра-
ничений на наличие свойства монотонности функции. 
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Изложение результатов 
В табл. 1 приведен  перечень основных функ-

ций роста, которые исследованы в работе. 
Таблица 1 

Основные типы кривых роста 

№№ Тип кривой Определение кривой 

1 Экспоненциальная 
функция 

x
1y ab=  

2 Степенная функция b
2y ax=  

3 Обратная функция 3
1y a b
x

= +  

4 Линейная функция 4y a bx= +  

5 Квадратичная 
функция 

2
5 0 1 2y b b x b x= + +  

6 Модифицированная 
экспонента 

x
6y ab c= +  

7 Кривая Гомперца, 
тип I 

x
7y exp(ab c)= +  

8 Логистическая 
кривая 8 x

1y
ab c

=
+

 

9 Логарифмическая 
парабола 

2x x
9y ab c=  

10 Кривая Перла-Рида 10 cx
ay

1 be−
=

+
 

11 Кривая Гомперца, 
тип ІІ ( )cx

11y a exp be−= −  

 
Сравнивая условия (5) и (7), можно видеть, что 

базовым для вычисления дивидир первого и второго 
рода является отношение 

z(x) f (x) / f (x)′= . 
Результаты вычислений дивидир первого и 

второго рода приведены в табл. 2, 3 соответственно. 
При вычислении дивидиры первого рода для 

кривой Перла-Рида следует иметь в виду следующее: 

( )( )cx 2
d a abcexp( cx) .

dx 1 be 1 bexp cx−
−⎛ ⎞

=⎜ ⎟
+⎝ ⎠ + −

         (11) 

Для удобства последующих вычислений умно-
жим и разделим выражение (11) на величину 
exp(2cx) и получим выражение, записанное в табл. 2. 

Вычисления мультигралов первого рода (М1) 
выполняют в соответствии с формулой (6). Базовым 
для этой процедуры является выражение: 

(1)
kkI ln f (x)dx, k 1;11= =∫ .              (12) 

В условии (12) номера k 1;11=  совпадают с 
нумерацией выражений в табл. 1. 

Для экспоненциальной функции выражение 
для М1 будет таким: 

( )2x
(1) x
1

ln ab1I ln(ab )dx .
2 ln b

= = ⋅∫            (13) 

Для степенной функции выражение для М1 бу-
дет таким: 

Таблица 2 
Дивидиры первого рода для основных типов кривых роста 

№№ Тип кривой Дивидира 
первого рода V(x) 

1 Экспоненциальная 
функция b 

2 Степенная функция ( )exp b x  

3 Обратная 
функция ( )

bexp
x ax b

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

4 Линейная функция 
bexp

a bx
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

5 Квадратичная 
 функция 

1 2
2

0 1 2

b 2b x
exp

b b x b x

⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

6 Модифицированная
экспонента 

x

x
ab ln bexp
ab c

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

7 Кривая Гомперца,  
тип I 

xexp(ab ln b)  

8 Логистическая  
кривая ( )2x xexp ab ln b ab c⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠

9 Логарифмическая 
парабола ( )exp ln b 2x ln c+  

10 Кривая Перла-Рида cx
bcexp

e b
⎛ ⎞
⎜ ⎟

+⎝ ⎠
 

11 Кривая Гомперца, 
тип ІІ ( )cxexp bce−  
 

(1) x b
2I ln(ab )dx x ln(ax ) bx.= = −∫         (14) 

Для обратной функции выражение для М1 бу-
дет таким: 

(1)
3 33

b b b bI ln a dx y ln x ln y ,
x a a x

⎛ ⎞= + = − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ (15) 

в условии (15) принято, что согласно с табл. 1   
3y a b x.= +  

В последующем особенность обозначения 

( )ky k 1,11=  специально не оговаривается. 

Для линейной функции выражение для М1 бу-
дет таким: 

( )(1) 4 4
4

y ln y
I ln a bx dx x.

b
⋅

= + = −∫        (16) 

Для квадратичной функции выражение для М1 
будет таким: 

( )(1) 2
0 1 25

1
5 5

2
2

0 1
2 222 0 1 2 0 1

I ln b b x b x dx

b1x ln y 2x ln y
2 b

4b b 1arctgf arctgf ,
b4b b b 4b b b

= + + =

= − + ⋅ + +

+ − ⋅
− −

∫

(17) 

где                       1 2
2

2 0 1

b 2b x
f .

4b b b

+
=

−
                        (18) 
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Таблица 3 
Дивидиры второго рода (эластичности)  

основных типов кривых роста 

№№ Тип кривой Дивидира 
второго рода w(x)

1 Экспоненциальная  
функция xlnb 

2 Степенная функция b 
3 Обратная  

функция 
b

ax b
−

+
 

4 Линейная функция bx
a bx+

 

5 Квадратичная 
функция 

( )1 2
2

0 1 2

x b 2b x

b b x b x

+

+ +
 

6 Модифицированная 
экспонента 

x

x
xab ln b
ab c+

 

7 Кривая Гомперца, 
тип І 

xx exp(ab ln b)  

8 Логистическая 
кривая 

( )
x

2x

xab ln b

ab c
−

+
 

9 Логарифмическая 
парабола 

( )x ln b 2x ln c+  

10 Кривая Перла-Рида 
cx
xbc

e b+
 

11 Кривая Гомперца,  
тип ІІ 

cxxbce−  
 
Для модифицированной экспоненты выраже-

ние для М1 будет таким: 

( )(1) x
6

x x

I ln ab c dx

ln c b 1 abln a di log .
ln b c ln b c

= + =

⎡ ⎤
= ⋅ − ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
.           (19) 

В условии (19) символ di log(z)  значит специ-
альную функцию – дилогарифм [4]. 

В нашем случае дилогарифм будем рассматри-
вать как функцию 

2
2 2

2

Li (x), x 1;
Li (x) Re Li (x)

Li (x) i ln x, x 1.
≤⎧

= = ⎨ + π ≥⎩
%  (20) 

Для вычисления дилогарифмической функции 
в нашем случае нужно использовать такие соотно-
шения [5]: 

2

2 2Li (x) Li (1 x) ln x ln(1 x),
6

1 x 1;2

π
+ − = − ⋅ −

< <
;   (21) 

2
2

2 2
1 1Li (x) Li ln x, 0 x
x 6 2

π⎛ ⎞+ = − < < ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

% % . (22) 

Более детальные сведения о способах вычисле-
ния функции di log(z)  приведены [6, 7]. 

Для кривой Гомперца первого типа выражение 
для М1 будет таким: 

( )( )
x

(1) x x
77

abI ln exp ab c dx x ln y axb
ln b

= + = + −∫ .(23) 

Для логистической кривой выражение для М1 
будет таким: 

(1)
8 x x

2

x x

1 1 1 cI ln dx ln ln 1
ln b cab c ab c

1 1 cln di log .
2 ab c ab c

⎡
= = ⋅ − −⎢

+ +⎣
⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎥⎜ ⎟− ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎥+ +⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

∫
(24) 

Для логарифмической параболы выражение 
для М1 будет таким: 

2

2

(1) x x
9

2 3
x x

I ln ab c dx

x ln b 2x ln c
x ln ab c .

2 3

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − −

∫
          (25) 

Для кривой Перла-Рида выражение для М1 бу-
дет таким: 

( )

( )

2(1)
1010 cx

10

ln aa 1I ln dx ln y
2c c1 be

y a 1 1ln di log .
a c 1 b exp cx

= = − ×
+

−
× +

+ −

∫
     (26) 

Для кривой Гомперца второго типа выражение 
для М1 будет таким: 

( ) ( )1 cx
11

bI ln a exp be dx exp cx x ln a
c

−= − = − +∫ .(27) 

Как пример использования приведенной мето-
дики рассмотрим кривые мгновенного роста (диви-
диры первого рода), которые были получены для 
регрессионных моделей динамики авиационного 
производства в СССР (А), США (Б), Японии (В), 
Германии (Г) [8]. Уравнения кривой роста (u)y (t) , 

{ }u A,Б,В,Г=  будут такими: 
(a)y (t) = ехр(–2,5850+0,0032t2); 
(б)y (t) = ехр(–3,7711+0,0041t2); 
(в)y (t) = ехр(–4,7412+0,0040t2); 

 (г)y (t) = ехр(–5,2450+0,0054t2)2. 
Для первых трех стран кривая роста имеет вид: 

y(t) = ехр(а+bt2), 
для четвертой 

y(t) = (а+bt2)2. 
Тогда дивидира первого рода для первых трех 

функций имеет вид: 

( )
( ) ( )

2

2

2bt exp a bt
V(t) exp exp 2bt

exp a bt

+
= =

+
. 

Для четвертой страны дивидира первого рода 
будет такой: 
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( )
( )

2

2 22

4bt a bt 4btV(t) exp exp
a bta bt

+ ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

+⎝ ⎠+
. 

Графики, которые отвечают этим уравнениям, 
приведены на рис. 1.  
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Рис. 1. График уравнений кривых роста 
 
Из этого графика можно сделать вывод, что 

страны А, Б, В имели приблизительно одинаковый 
темп роста, страна Г все время снижала темп выпус-
ка продукции. 

Вычисления мультигралов второго рода (М2) 
выполняют в соответствии с формулой (9). Базовым 
для этой процедуры является выражение 

f (x)(2)
k xI dx.= ∫                             (28) 

В условии (12) номера k 1;11=  также совпада-
ют с нумерацией выражений в табл. 1. Неопреде-
ленный мультиграл второго рода будет определен 
согласно с работой [2] так: 

f (x)f (x)
xn x exp dx.δ ⋅ = ∫                     (29) 

Дальше приведем результаты вычисления 
интегралов вида (12) для функций, указанных в 
табл. 1. 

Для  экспоненциальной функции интеграл 
x(2) ab

11 xI dx aE ( x ln b).= = − −∫              (30) 

Для степенной функции интеграл 
b

(2) b
2

ax aI dx x .
x b

= =∫                  (31) 

Для обратной функции интеграл  
(2)
3

b 1 bI (a ) dx a ln x .
x x x

= + = −∫            (32) 

Для  линейной функции интеграл 
(2)
4

a bxI dx a ln x bx.
x
+

= = +              (33) 

Для квадратичной функции интеграл 
22

(2) 0 1 2
1 2 05 x

b b x b x xI dx b x b b ln x
2

+ +
= = + +∫ .(34) 

Для модифицированной экспоненты интеграл 
x c(2)

16
abI dx aE ( x ln b) c ln x.x

+
= = − − +∫      (35) 

Для логистической кривой  интеграл 
x

(2)
8 x 2 x x 2

dx 1 ab lnbI ( 1) .
x(ab c) x (ab c) x(ab c)

⎛ ⎞
= = − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
∫  (36) 

Для кривой Гомперца первого типа, логариф-
мической параболы, кривой Перла-Рида, кривой 
Гомперца второго типа интегралы вида (29) в явном 
виде получить не удалось. 

В выражениях (30) и (35) функция 1E (x)  – ин-
тегральная показательная функция [5]. Для x > 0, а в 
нашем случае это условие выполняется по содержа-
тельному смыслу задачи: 

n n

1
n 1

( 1) xE (x) C ln x
n n!

∞

=

−
= − − −

⋅∑ ,          (37) 

где C – постоянная Эйлера, C=0,5772… . В работе 
[9] отмечено, что суммирование ряда (35) можно 
прекратить при числе членов ряда N = 100. 

b/"%д/ 

1. Приведены сведения о дивидирах первого и 
второго рода и мультигралах первого и второго рода 
для основных типов кривых роста, принятых в эко-
нометрии. 

2. Приведен пример использования введенных 
понятий для анализа темпов роста авиационного 
производства. 
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