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Строится интервальная математическая модель оптимизационной задачи упаковки интерваль-
ных параллелепипедов. Осуществляется переход к двухкритериальной задаче в евклидовом про-
странстве. Предлагается стратегия решения, которая базируется на использовании метода 
оптимизации по группам переменных и модифицированного метода сужающихся окрестностей.  
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b"еде…,е 

Задачи упаковки параллелепипедов 3DBP (3D 
Bin Packing) принадлежат к классу задач геометриче-
ского проектирования [1] и занимают особое место в 
классе задач Cutting & Packing (3D C&P) [2], что обу-
словленно их актуальностью и широким спектром 
приложений. В работе [2] отмечаются наиболее из-
вестные подходы к решению задач трехмерной упа-
ковки, а именно подходы, которые базируются на 
генетическом алгоритме (genetic algorithm), на алго-
ритме “имитационного обжига” (simulated annealing 
algorithm), на использовании различных эвристиче-
ских подходов (heuristics algorithms). Большинство 
современных методик решения данного класса задач 
являются эвристическими (например [3, 4]) и рас-
сматриваются в контексте конкретного практическо-
го применения задачи. Потому полученные решения, 
в общем случае, представляют собой лишь некоторые 
приближения к оптимальным. Эффективные методы 
решения оптимизационных задач размещения разра-
ботаны в научной школе Ю.Г. Стояна [1, 5, 6]: моди-
фикации методов локальной и глобальной оптимиза-
ции. Однако, как правило, математическое моделиро-
вание и решение задач размещения осуществлялось 
без учета погрешностей исходных данных, то есть в 
идеализированной форме. Развитие геометрического 
проектирования как научного направления требует 
учета погрешностей для построения адекватных ма-
тематических моделей оптимизационных задач раз-
мещения и разработки методов их решения. В рамках 
развития концепции учета погрешностей при моде-
лировании и решении задач размещения геометриче-
ских объектов в данной работе предлагается подход к 
учету погрешностей на основе использования прило-
жения интервального анализа [7] в геометрическом 
проектировании [1], интервальной геометрии [8]. 
Применение при моделировании оптимизационной 
задачи таких понятий интервальной геометрии, как: 
интервальная гиперплоскость, интервальный парал-
лелепипед, интервальное касание геометрических 
объектов, интервальное расстояние между выпуклы-

ми интервальными многогранниками, интервальное 
направленное множество, дает возможность с одной 
стороны, рациональным образом учитывать погреш-
ности исходных данных, а с другой стороны – пред-
ставить математическую модель задачи в виде, по-
зволяющем реализовать ее современными эффектив-
ными методами оптимизации. 

o%“2=…%"*= ƒ=д=ч, 

Рассмотрим оптимизационную задачу геомет-
рического проектирования [1] в такой постановке. 
Пусть в евклидовом пространстве R3 имеется конеч-
ное множество параллелепипедов Pi с метрическими 
характеристиками 
 

i i ii i a i b i cm 2(a , b ,c )ν = ± ν ± ν ± ν ,   (1) 

ii aa R , R+ +∈ ν ∈ , 
ii bb R , R+ +∈ ν ∈ , 

ii cc R , R+ +∈ ν ∈ , (2) 

0 ia a≥ ,  0 ib b≥ , 0 ic c≥  

i i ia i b i c ia , b , cν <ε⋅ ν <ε⋅ ν <ε⋅ , 1(0,1) Rε∈ ⊂ , ni {0} J∈ U , 

где nJ {1,2,..., n}=  – индексное множество. 
Значение ε  зависит от конкретного смысла 

прикладной или научной задачи и характеризует 
точность задания исходных данных. 

В данном исследовании для упаковки паралле-
лепипедов Pi, I ∈ Jn, в параллелепипед P0 использу-
ется трансляция Pi на векторы: 

i i i i
3

i u i x i y i zu (x , y , z ) R± ν = ± ν ± ν ± ν ∈ ,   (3) 

где 
i i i

1
x y z, , Rν ν ν ∈ , (параллелепипед Pi с парамет-

рами размещения (3) обозначим 
ii i uP (u )± ν ). 

Задача. Необходимо найти вектор параметров 
размещения 

1 2 n
3n

u 1 u 2 u n uu (u ,u ,...,u ) R±ν = ±ν ±ν ±ν ∈ , 

такой, чтобы параллелепипеды 
ii i uP (u )± ν , ni J∈ , 

принадлежали 
00 0 uP (u )± ν  без взаимных пересече-

ний, причем таким образом, чтобы высота h* заня-
той части параллелепипеда 

00 0 uP (u )± ν  и ее по-

грешность vh
* достигали минимальных значений. 
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Очевидно, задание метрических характеристик 
объектов в виде (1), (2), а параметров размещения в 
виде (3) позволяет естественным образом создать 
пары вида 2( , ) Rαα ν ∈ , которые характеризуют 

некоторую величину 1Rα∈  и погрешность 1Rαν ∈  
задания этой величины. Тогда вещественное число 
α  с учетом погрешности его задания можно пред-
ставить двумя числами − оценкой снизу и оценкой 
сверху, образующими интервальное число 

s, Aα〈α ν 〉 = 〈 〉 ∈ I R , где sI R  − расширенное про-
странство центрированных интервалов [8]. 

hƒл%›е…,е !еƒ3ль2=2%" 

На основе гомеоморфизма [8] пространств sI R  

и 2R  зададим биекцию между исходными данными 
и элементами пространства sI R  ( ni {0} J∈ U ): 

i i
2

i a i a i sR (a , ) a , A∋ ν ↔ 〈 ν 〉 = 〈 〉∈I R ; 
i

2
i bR (b , )∋ ν ↔  

ii b i sb , B↔〈 ν 〉 =〈 〉∈I R; 
i i

2
i c i c i sR (c , ) c , C∋ ν ↔〈 ν 〉 = 〈 〉∈I R ; 

i i
2

i x i x i sR (x , ) x , X∋ ν ↔〈 ν 〉 = 〈 〉∈I R ;
i

2
i yR (y , )∋ ν ↔

ii y i sy , Y↔〈 ν 〉 =〈 〉∈I R; 
i i

2
i z i z i sR (z , ) z , Z∋ ν ↔〈 ν 〉 =〈 〉∈I R . 

Тогда условию (2) соответствуют интерваль-
ные неравенства [8] вида: 

iA〈 〉 ≥ ,0  iB〈 〉 ≥ ,0  iC〈 〉 ≥ ,0  ni {0} J∈ U , 0,0= 〈 〉0 , 

0 iA A〈 〉 ≥ 〈 〉,  0 iB B〈 〉 ≥ 〈 〉,  0 iC C〈 〉 ≥ 〈 〉,  ni J∈ . 
Рассмотрим интервальное отображение [8] 

3
s s: →f I R I R  вида: 

 { }k
i i i

k 1,2,...,6
(U ) max (U )

=
=f f , ni {0} J∈ U ,   (4) 

где  1
i i i i(U ) ( X X ) A= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉f ; 

 2
i i i i(U ) ( X X ) A= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉f ;        (5) 

3
i i i i(U ) ( Y Y ) B= 〈 〉 −〈 〉 −〈 〉f ; 4

i i i i(U ) ( Y Y ) B= − 〈 〉 −〈 〉 −〈 〉f ; 
5
i i i i(U ) ( Z Z ) C= 〈 〉 −〈 〉 −〈 〉f ; 6

i i i i(U ) ( Z Z ) C= − 〈 〉 −〈 〉 −〈 〉f ; 
3
sU ( X , Y , Z )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈I R , x x sX x, x,〈 〉 = 〈 ν 〉 = 〈 −ν 〉∈I R  – 

элемент, сопряженный  элементу x sX x,〈 〉 =〈 ν 〉∈I R  [9]. 
Здесь и в дальнейшем максимум в (4) понима-

ем следующим образом: 
*

x j 1 2 nX x , X max{ , ,..., }X X X∗ ∗〈 〉 = 〈 ν 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 , nj J∈ , 

где с учетом отношения линейного порядка в sI R  [8] : 

j

j n

xij

j it

1 m

*
j i x x

i 1,2,...,n

i
*

j x x* i 1,2,...,n
*

1 2 n
*

j x x x
t 1,2,...,m

*
t ni i

x x max {x }, ,

x x , i j, i J ;

x x , max { } ,
X

x x ... x x ;
x x , max { } ,

x ... x x , i J , m n.

∗

=

∗

=

∗

=

⎧
〈 = = ν = ν 〉⎪
⎪

≠ ≠ ∈⎪
⎪〈 = ν = ν = ν 〉⎪〈 〉 = ⎨
⎪ = = = =
⎪
〈 = ν = ν = ν 〉⎪
⎪
⎪ = = = ∈ ≤
⎩

 

Интервальным параллелепипедом 3
i s⊂P I R  с 

центром собственной системы координат 
i i i iU ( X , Y , Z )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉  называется точечное интер-

вальное множество вида: 
3

i i s s s s(U ) ⊂ = × ×P I R I R I R I R , 

i i i i i i(U ) int (U ) (U )=P P frPU , ni {0} J∈ U , 
интервальная граница i i(U )frP  которого определя-
ется уравнением i(U ) , 0,0= = 〈 〉f 0 0 . 

При этом k
i i 6(U ) ,k J= ∈f 0 , являются уравне-

ниями интервальных гиперплоскостей [8], прини-
мающими участие в формировании i i(U )frP . 

Исходя из биекции между исходными данными 
и элементами sI R , с учетом (3), интервальное на-
правленное множество [9]  

3
i i i i sU ( X , Y , Z )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈ I R , 

ii i x sX x ,〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈ I R , 

ii i y sY y ,〈 〉 = 〈 ν 〉∈I R , 
ii i z sZ z ,〈 〉 = 〈 ν 〉∈I R , ni {0} J∈ U , 

назовем интервальными параметрами размещения 
интервального объекта iP . Объект iP , транслируе-
мый на интервальное направленное множество iU , 
обозначим i i(U )P . 

Тогда оптимизационную задачу размещения 
объектов i iP (u ) , метрические характеристики (1)-
(2) и параметры размещения (3) которых заданные с 
некоторыми погрешностями, можно представить 
как оптимизационную задачу размещения интер-
вальных параллелепипедов 3

i i s(U ) ⊂P I R , ni J∈ , в 

интервальной области 3
0 0 s(U ) ⊂P I R . 

Математическую модель оптимизационной за-
дачи размещения интервальных параллелепипедов в 
интервальный параллелепипед назовем интервальной 
математической моделью задачи 3DBIP (3D Bin 
Interval Packing). Для аналитического описания взаи-
модействия объектов трехмерного интервального 
пространства 3

sI R , на основе определения Ф-
функции пары объектов евклидова пространства [10], 
введено понятие интервального Φ-отображения пар 
объектов интервального пространства 3

sI R . 

Интервальное отображение [8] 6
s s: →Φ I R I R , 

называется интервальным Φ-отображением объек-
тов 3

1 1 s(U ) ⊂T I R  и 3
2 2 s(U ) ⊂T I R , если оно удов-

летворяет условиям: 
1. 1 2(U , U ) >Φ 0, если 1 1 2 2(U ) (U ) = ∅T TI , 

2. 1 2(U , U ) =Φ 0, если 1 1 2 2

1 1 2 2

int (U ) int (U ) ;
(U ) (U ) ,

=∅⎧
⎨ ≠∅⎩

T T
frT frT

I

I
 

3. 1 2(U , U ) <Φ 0, если 1 1 2 2int (U ) int (U ) ≠ ∅T TI . 
Понятие интервального Φ-отображения по-

зволяет сформулировать задачу размещения интер-
вальных объектов как задачу математического про-
граммирования. 
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Условием размещения интервального объекта 
i i(U )P , ni J∈ , в интервальной области 0 0(U )P  есть 

выполнение интервального неравенства 
0i 0 i(U , U ) ,≥Φ 0  

где  k
0i 0 i 0i 0 i

k 1,2,...,6
(U , U ) min { (U , U )}

=
=Φ f ;  (6) 

0 i 0 i
1
0i 0 i i 0 a a a a(U ,U ) ( X X ) A ,  = − 〈 〉 −〈 〉 +〈 〉 +〈ν −ν ν −ν 〉f ; 

0 i 0 i
2
0i 0 i i 0 a a a a(U ,U ) X X A ,  = 〈 〉 −〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν −ν ν −ν 〉f ; 

0 i 0 i
3
0i 0 i i 0 b b b b(U , U ) ( Y Y ) ,  = − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈−ν − ν ν − ν 〉f ; 

0 i 0 i
4
0i 0 i i 0 b b b b(U ,U ) Y Y B ,  = 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν −ν ν −ν 〉f ; 

0 i 0 i
5
0i 0 i i 0 c c c c(U ,U ) ( Z Z ) B ,  = − 〈 〉 −〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν −ν ν −ν 〉f ; 

0 i 0 i
6
0i 0 i i 0 c c c c(U , U ) Z Z C ,  = 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν −ν ν −ν 〉f ; 

0 iA A A〈 〉 = 〈 〉 −〈 〉 ; 0 iB B B〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 ; 0 iC C C〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 , 
где 0i 0 i(U , U )Φ , ni J∈ , – интервальное Φ-

отображение объектов i i(U )P  и 0 0(U )∗P . 
Условием непересечения интервальных парал-

лелепипедов i i(U )P  и j j(U )P , ni J∈ , n j J ,  i j∈ < , 

есть выполнение интервального неравенства 
ij i j(U , U ) ≥Φ 0 , 

где { }k
ij i j ij i j

k 1,2,...,6
(U , U ) max (U , U ) ,

=
=Φ f   (7) 

i j i j
1
ij i j j i a a a a(U , U ) X X A , ;′= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν − ν 〉f  

i j i j
2
ij i j j i a a a a(U ,U ) ( X X ) A , ;′= − 〈 〉 −〈 〉 −〈 〉 −〈ν +ν ν −ν 〉f  

i j i j
3
ij i j j i b b b b(U , U ) ( Y Y ) B ,  ;′= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν −ν 〉f  

i j i j
4
ij i j j i b b b b(U ,U ) ( Y Y ) B ,  ;′= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν +ν ν −ν 〉f  

i j i j
5
ij i j j i c c c c(U , U ) ( Z Z ) C , ;′= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν −ν 〉f  

i j i j
6
ij i j j i c c c c(U ,U ) ( Z Z ) C ,′= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν +ν ν −ν 〉f ; 

i jA A A′〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ; i jB B B′〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ; i jC C C′〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 , 

где ij i j(U , U )Φ  – интервальное Φ-отображение 

пары объектов i i(U )P  и j j(U )P , а j iX X〈 〉 − 〈 〉 , 

j iY Y〈 〉 − 〈 〉 , j iZ Z〈 〉 − 〈 〉  – координаты интервального 

направленного множества 

ij j iU U U= − , i i i iU ( X , Y , Z )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 , i j< , ni, j J∀ ∈ . 

В соответствии с постановкой задачи, на осно-
вании гомеоморфизма пространств sI R  [8] и 2R , за 
интервальное целевое отображение принимаем "ин-
тервальную высоту" hH h,〈 〉 = 〈 ν 〉  занятой части 
интервального параллелепипеда 0 0(U )P  как резуль-
тат размещения в нем интервальных параллелепи-
педов i i(U )P , ni J∈ . 

Очевидно  
n

0 j
j J

H max ( , )
∈

〈 〉 = ρΠ Π , 

где 0 j( , )ρΠ Π  – интервальное расстояние [11] меж-

ду интервальной гиперплоскостью вида 
6

0 0 0: (U ) =Π f 0, интервально параллельной коорди-
натной плоскости X O Y〈 〉 〈 〉  и такой, которая при-
нимает участие в формировании интервальной гра-
ницы 0 0(U )fr P , и интервальными гиперплоскостя-

ми 5
j j j: (U ) =Π f 0 , nj J∈ , принимающими участие 

в формировании i i(U )fr P . 
На основе введенных выше понятий и соотно-

шений, интервальную математическую модель оп-
тимизационной задачи упаковки интервальных па-
раллелепипедов i i(U )P , ni J∈ , в интервальной об-
ласти 0 0(U )P  представим в виде: 

найти 
3n 1
s(U, H )

inf H
+〈 〉 ∈ ⊂

〈 〉
D I R

     (8) 

где  0i 0 i n

ij i j n n

(U , U ) ,  i J ;
:  

(U , U ) ,  i J ,  j J ,  i j,
≥ ∈⎧⎪

⎨ ≥ ∈ ∈ <⎪⎩

Φ 0
D
Φ 0

  (9) 

3n
1 2 n sU (U , U ,..., U ) ,= ∈ I R  

3
i i i i sU ( X , Y , Z ) ,= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈ I R  ni J∈ , 

а интервальные отображения 0i 0 i(U , U )Φ  и 

ij i j(U , U )Φ  определяются выражениями (6) и (7) 

соответственно. 
Если положить все погрешности исходных 

данных равными нулю, то (8)-(9) будет математиче-
ской моделью идеализированной задачи упаковки 
параллелепипедов в параллелепипед. 

Осуществим погружение интервальной мате-
матической модели (8)-(9) в евклидово пространство 
с помощью интервального отображения вида: 

2
s: R→ψ I R , x( X ) ( X ) (x, )〈 〉 = 〈 〉 = νψ H , 

где H  – гомеоморфизм [8]. 
В результате получим векторную функцию цели  

h( H ) ( H ) (h, )〈 〉 = 〈 〉 = νψ H  

и множество 6n 2
3n 1D ( ) R +
+= ⊂H D , которое, исхо-

дя из операций и отношения порядка в интерваль-
ных пространствах, можно представить в виде 
структуры линейных уравнений и неравенств: 

 
6 n n

k k
0i ij

t 1 i 1 i, j 1
 i j

D
= = =

<

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= χ χ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

II I I ; (10) 

 

j i

j i

j i j i

j i a a

1
j i a aij

x x a a

(x x ) (a ) 0 ;

(x x ) (a ) 0 ;:

( ) ( ) 0 ;

′− − − + ν + ν >⎡
⎢

′⎢ − − − + ν + ν =⎧χ ⎪⎢⎨⎢ − ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

 (11) 

i j

i j

j i i j

j i a a

2
j i a aij

x x a a

(x x ) (a ) 0 ;

(x x ) (a ) 0 ;:

( ) ( ) 0 ;

′− − + ν + ν >⎡
⎢

′⎢ − − + ν + ν =⎧χ ⎪⎢⎨⎢ ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣
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j i

j i

j i j i

j i b b

3
j i b bij

y y b b

(y y ) (b ) 0 ;

(y y ) (b ) 0 ;:

( ) ( ) 0 ;

′− − − + ν + ν >⎡
⎢

′⎢ − − − + ν + ν =⎧χ ⎪⎢⎨⎢ − ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

  

j i

j i

j i j i

j i b b

4
j i b bij

y y b b

(y y ) (b ) 0 ;

(y y ) (b ) 0 ;:

( ) ( ) 0 ;

′− − + ν + ν >⎡
⎢

′⎢ − − + ν + ν =⎧χ ⎪⎢⎨⎢ ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

 

i j

i j

j i i j

j i c c

5
j i c cij

z z c c

(z z ) (c ) 0 ;

(z z ) (c ) 0 ;:

( ) ( ) 0 ;

′− − − + ν + ν >⎡
⎢

′⎢ − − − + ν + ν =⎧χ ⎪⎢⎨⎢ − ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

  

i j

i j

j i i j

j i c c

6
j i c cij

z z c c

(z z ) (c ) 0 ;

(z z ) (c ) 0 ;:

( ) ( ) 0 ;

′− − + ν + ν >⎡
⎢

′⎢ − − + ν + ν =⎧χ ⎪⎢⎨⎢ ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

 

0 i

0 i

i 0 0 i

i 0 a a
1

i 0 a a0i

x x a a

(x x ) a 0 ;

(x x ) a 0 ;:   
( ) 0 ;

− − − ν − ν >⎡
⎢

− − − ν − ν =⎧χ ⎢⎪
⎢⎨ ν − ν + ν − ν ≥⎢⎪⎩⎣

  

0 i

0 i

i 0 0 0

i 0 a a
2

i 0 a a i0i

x x a a

(x x ) a 0 ;

(x x ) a a 0 ;:
( ) 0 ;

− − − − ν − ν >⎡
⎢
− − + − ν − ν − =⎧χ ⎢⎪

⎢⎨− ν − ν + ν − ν ≥⎢⎪⎩⎣

 

0 i

0 i

i 0 0 i

i 0 b b
3

i 0 b b0i

y y b b

(y y ) b 0 ;

(y y ) b 0 ;:   
( ) 0 ;

− − − ν − ν >⎡
⎢

− − − ν − ν =⎧χ ⎢⎪
⎢⎨ ν − ν + ν − ν ≥⎢⎪⎩⎣

  

0 i

0 i

i 0 0 0

i 0 b b
4

i 0 b b0i

y y b b

(y y ) b 0 ;

(y y ) b 0 ;:
( ) 0 ;

− − − − ν − ν >⎡
⎢
− − − − ν − ν =⎧χ ⎢⎪

⎢⎨− ν − ν + ν − ν ≥⎢⎪⎩⎣

 

0 i

0 i

i 0 0 i

i 0 c c
5

i 0 c c0i

z z c c

(z z ) c 0 ;

(z z ) c 0: ;   

( ) 0 ;

− − − ν − ν >⎡
⎢

− − − ν − ν =⎧χ ⎢⎪
⎢⎨ ν − ν + ν − ν ≥⎢⎪⎩⎣

  

0 i

0 i

i 0 0 i

i 0 c c
6

i 0 c c0i

z z c c

(z z ) c 0 ;

(z y ) c 0 ;:   

( ) 0 ,

− − − − ν − ν >⎡
⎢
− − − − ν − ν =⎧χ ⎢⎪

⎢⎨ ν − ν + ν − ν ≥⎢⎪⎩⎣

 

где 0 ia a a= − , 0 ib b b= − , 0 ic c c= − , i ja a a′ = + , 

i jb b b′ = + , i jc c c′ = + . 

Используя соотношениz (10) – (11), в дальней-
шем вместо задачи (8) – (9) будем рассматривать 
двухкритериальную оптимизационную задачу вида: 
 

6n 2
n h

h
(U ,h, ) D R

inf (h, )
+ν ∈ ⊂

ν ,          (12) 

1 1 1 2

n n n

n 1 x 1 y 1 z 2 x

6n
n x n y n z

U (x , , y , , z , , x , ,...

..., x , , y , , z , ) R ,

= ν ν ν ν

ν ν ν ∈
 

где область D  определяется выражениями (10) – (11). 
Аналогично [12], рассмотрим математические 

модели таких однокритериальных задач: 
 

6n 2
n h

1
(U ,h, ) D R

h min h
+ν ∈ ⊂

=           (13) 

 
6n 2

n h

(1)
hh

(U ,h, ) D R
min

+ν ∈ ⊂
ν = ν ;      (14) 

 
6n 2

n h
2

(U ,h, ) D R
h min h

∗ +ν ∈ ⊂
= ,     (15) 

где (1)
n h h hD {(U , h, ) D }∗ = ν ∈ ν = ν . 

Как известно [13], точка множества D тогда и 
только тогда является решением двухкритериальной 
задачи (12), когда она является единственным с точ-
ностью до эквивалентности [13] решением такой 
оптимизационной задачи  

найти  
6n 2

n h
h

(U ,h, ) D R
min

+′ν ∈ ⊂
ν ,   (16) 

где n hD {(U ,h, ) D h h }′ ′= ν ∈ ≤ , 1 2h [h , h ]′∈ . 
В данном исследовании для оптимизационной 

задачи (16) разработана стратегия решения, которую 
можно представить следующим образом: 

1. Решаем задачу (13): 
1) генерируем последовательности объектов, 

которые размещаются, модифицированным методом 
сужающихся окрестностей [5, 14]; 

2) строим начальные точки методом оптимиза-
ции по группам переменных [1, 6] согласно сгене-
рированным последовательностям; 

3) осуществляем поиск точек локального ми-
нимума методом возможных направлений (напри-
мер, [14]); 

2. Решаем задачу (14) аналогично (13). 
3. Находим множество Парето [13] методом 

прямоугольников. 
4. Находим решение задачи (16) методом по-

следовательной оптимизации. 
Выбираем минимальное значение векторной 

функции цели 
h

(h , )∗∗ ν  как приближение к гло-

бальному минимуму задачи. 
Разработано программное обеспечение “Pack-

ing interval parallelepipeds” (INTPAR), реализующее 
данную стратегию упаковки интервальных паралле-
лепипедов. Проведены численные эксперименты. 

Рассмотрим пример решения задачи упаковки 
параллелепипедов в параллелепипед с учетом по-
грешностей метрических характеристик данных гео-
метрических объектов и параметров их размещения. 

Дано n 60=  параллелепипедов с метрически-
ми характеристиками 

ii a2(a )± ν , 
ii b2(b )± ν , 

ii c2(c )± ν . Значения i i ia , b ,c , 60i J {0}∈ U , пред-

ставлены в таблице 1, а погрешности 
i i ia b c, ,ν ν ν  

принимаем равными 1% от значений соответствую-
щих метрических характеристик, т.е. 

i i ia i b i c i0.01 a , 0.01 b , 0.01 cν = ⋅ ν = ⋅ ν = ⋅ . 
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Таблица 1  
Значения i i i(a , b ,c )  

i ia  ib  ic  i ia  ib  ic  
0 11.9 10.20      
1 1.00 2.00 7.00 31 1.00 2.00 7.00 
2 4.00 1.00 2.00 32 4.00 1.00 2.00 
3 2.00 1.00 2.00 33 2.00 1.00 2.00 
4 3.00 1.00 1.00 34 3.00 1.00 1.00 
5 5.00 1.00 4.00 35 5.00 1.00 4.00 
6 4.00 1.00 2.00 36 4.00 1.00 2.00 
7 1.00 1.00 2.00 37 1.00 1.00 2.00 
8 4.00 2.00 2.00 38 4.00 2.00 2.00 
9 5.00 4.00 2.00 39 5.00 4.00 2.00 

10 2.00 3.00 4.00 40 2.00 3.00 4.00 
11 3.00 2.00 8.00 41 3.00 2.00 8.00 
12 4.00 1.00 3.00 42 4.00 1.00 3.00 
13 2.00 2.00 2.00 43 2.00 2.00 2.00 
14 2.00 1.00 1.00 44 2.00 1.00 1.00 
15 5.00 3.00 4.00 45 5.00 3.00 4.00 
16 4.00 3.00 2.00 46 4.00 3.00 2.00 
17 1.00 1.00 1.00 47 1.00 1.00 1.00 
18 2.00 2.00 2.00 48 2.00 2.00 2.00 
19 3.00 4.00 3.00 49 3.00 4.00 3.00 
20 4.00 3.00 4.00 50 4.00 3.00 4.00 
21 2.00 5.00 4.00 51 2.00 5.00 4.00 
22 1.00 1.00 4.00 52 1.00 1.00 4.00 
23 4.00 1.00 2.00 53 4.00 1.00 2.00 
24 2.00 1.00 3.00 54 2.00 1.00 3.00 
25 1.00 1.00 1.00 55 1.00 1.00 1.00 
26 2.00 2.00 1.00 56 2.00 2.00 1.00 
27 1.00 2.00 4.00 57 1.00 2.00 4.00 
28 7.00 5.00 3.00 58 7.00 5.00 3.00 
29 1.00 8.00 2.00 59 1.00 8.00 2.00 
30 4.00 3.00 4.00 60 4.00 3.00 4.00 

 
Пусть для параметров размещения 

i i i i
3

i u i x i y i zu (x , y , z ) R± ν = ± ν ± ν ± ν ∈  

параллелепипеда i iP (u ) , 60i J {0}∈ U , справедливы 
соотношения: 

i i ix i y i z i0.01 a , 0.01 b , 0.01 cν = ⋅ ν = ⋅ ν = ⋅  60i J 0∈ U . 

При решении двухкритериальной задачи высо-
та занятой части области размещения и погрешность 
высоты принимают минимальные значения опти-
мальные значения hh 14.35, 0.12= ν =  на переста-

новке ∗π = (21 6 43 38 16 59 20 25 56 19 46 37 10 29 
41 3 44 52 58 34 30 15 1 55 27 14 57 60 28 23 39 13 9 
51 2 45 40 31 12 47 33 36 8 18 11 50 54 49 53 24 48 32 
26 4 22 17 35 7 5 42 ). 

Таким образом, получили интервал 
[14.23,14.47] , в который с учетом погрешностей 
метрических характеристик и параметров размеще-
ния гарантированно попадает значение функции 
цели поставленной задачи. 

На основе изоморфизма [8] данному решению 
соответствует точка 

1
s([14.23,14.47]) 14.35,0.24− = 〈 〉 ∈H I R . 

Соответствующая упаковка изображена на 
рис. 1. При этом центры i i i(x , y , z )  интервалов 

i i i( X , Y , Z )〈 〉 〈 〉 〈 〉  полюсов параллелепипедов 

i nP ,i J∈ , представлены в табл. 2. 

Таблица 2 

Значение центров интервалов, которым принадлежат 
 координаты векторов параметров размещения 

n x y z n x y z 
21 8.31 3.71 10.79 39 5.76 3.17 13.83 
6 9.38 8.32 0.56 13 10.35 2.16 9.765 

43 10.36 3.17 10.78 9 5.27 8.31 0.56 
38 2.68 7.79 0.56 51 3.69 1.65 3.61 
16 2.69 7.29 8.74 2 2.69 2.16 11.83 
59 2.19 8.32 1.59 45 10.40 2.16 3.63 
20 5.26 7.80 1.57 40 7.81 4.20 0.56 
25 4.22 1.12 13.35 31 1.14 2.15 13.35 
56 9.37 6.79 2.11 12 9.32 2.69 8.24 
19 9.89 2.16 1.07 47 10.42 2.15 5.67 
46 1.65 4.22 4.16 33 4.25 1.64 1.08 
37 1.67 6.28 12.81 36 2.19 1.65 2.59 
10 5.26 3.17 6.21 8 5.26 6.26 12.33 
29 0.63 8.31 0.56 18 3.19 7.79 2.612 
41 6.84 2.17 3.66 11 9.39 6.78 4.68 
3 5.78 5.23 1.08 50 6.27 7.32 9.77 

44 6.81 7.79 0.56 54 3.69 8.83 0.56 
52 5.27 8.30 12.33 49 5.25 1.13 6.21 
58 2.18 1.63 6.68 53 5.79 6.29 3.63 
34 9.33 7.28 12.81 24 9.34 7.31 8.75 
30 2.19 6.79 14.36 48 9.34 2.68 12.32 
15 4.24 8.85 3.61 32 3.70 5.249 3.627 
1 10.40 2.16 2.60 26 9.39 6.26 0.56 

55 1.67 3.67 6.19 4 5.77 8.85 2.09 
27 1.651 8.82 0.56 22 2.67 8.82 0.56 
14 10.36 1.12 10.78 17 1.15 8.31 2.61 
57 8.31 2.16 9.77 35 10.39 2.15 13.83 
60 3.71 2.68 9.78 7 3.72 6.80 6.69 
28 8.32 4.23 6.71 5 6.27 3.19 14.83 
23 2.19 7.30 10.77 42 2.20 5.24 1.60 

 
Для анализа точности полученного результата 

найдены нижняя и верхняя оценки значения функ-
ции цели поставленной задачи: верхняя оценка 
h 14.93+ =  получена как результат решения задачи 

упаковки параллелепипедов iP− , ni J∈ , в паралле-

лепипед 0P+ , нижняя оценка h 11.38− =  – задачи 

упаковки параллелепипедов iP+ , ni J∈ , в паралле-

лепипед 0P− , где 0P+  и i nP ,i J+ ∈ , является геомет-
рическими объектами евклидова пространства, все 
метрические характеристики которых увеличены на 
соответствующие погрешности, а 0P−  и i nP ,i J− ∈  – 
геометрические объекты с уменьшенными на по-
грешности метрическими характеристиками. 

Для идеализированной задачи 0h 12.00= . Ре-
зультат упаковки без учета погрешностей изображен 
на рис. 2. Длина интервала h2 0.48ν = , в которой га-
рантированно попадает решение поставленной задачи, 
меньше длины интервала [h ,h ] [11.38,14.93]− + = . 

Таким образом, использование при моделиро-
вании задачи элементов интервального анализа по-
зволяет получить более узкий интервал, в который 
гарантированно попадает решение поставленной 
задачи, которая предоставляет возможности за зна-
чениями и погрешностями входных данных прогно-
зировать значения исходные данных. 



Системи обробки інформації, 2008, випуск 1 (68)                                                                         ISSN 1681-7710  

 128 

Рис. 1. Результат разме-
щения параллелепипедов с 
учетом погрешностей 

Рис. 2. Результат решения 
идеализированной  

задачи  
b/"%д/ 

Построена интервальная математическая модель 
задачи упаковки параллелепипедов в параллелепипеде 
с учетом погрешностей на основе применения элемен-
тов интервальной геометрии. Кроме того, данная зада-
ча рассматривается как двухкритериальная оптимиза-
ционная задача. Интервальная математическая модель 
задачи реализована в евклидовом пространстве. Для 
решения задачи предложена стратегия, основанная на 
комбинации таких методов оптимизации, как: метод 
оптимизации по группам переменных, метод сужаю-
щихся окрестностей, и метод возможных направлений. 

Разработана программа упаковки параллелепи-
педов “Packing interval parallelepipeds” предназна-
ченная для автоматизации решения задачи опти-
мального упакування параллелепипедов в паралле-
лепипеде с учетом погрешностей метрических ха-
рактеристик и параметров размещения может быть 
использована при проектировании карт трехмерного 
раскроя промышленных материалов, при создании 
малоотходных технологий, в задачах минимизации 
транспортных расходов, при прогнозировании ре-
зультатов упаковки грузов и других задач, которые 
моделируются как задачи упаковки параллелепипе-
дов с учетом погрешностей. 
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RANDOM PACKING OF IDENTICAL SPHERES INTO A CYLINDRICAL CONTAINER 

 
The paper proposes an algorithm for packing a great number of identical spheres into a cylindrical container. 
 
packing, cylinder, sphere, catalyst,  group of variable, greedy algorithm, local minimum 

 
Introduction 

The problem of packing of a great number of iden-
tical spheres into a container considered in this paper 

arises in oil-refining (catalytic cracking and reforming) 
and gas-processing (absorption) industries. Catalysts to 
be packed into the container may be of spherical form.  

 


