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МЕТОД ДЕКОДИРОВАНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СВЕРТОЧНЫХ КОДОВ 

 
Рассматриваются сверточные коды, алгебраически заданные совокупностью порождающих 
многочленов, в том числе, посредством ограничения порождающих многочленов недвоичных цик-
лических кодов на произвольное подполе. Исследуются процедуры декодирования сверточных ко-
дов. Предлагается новый метод декодирования алгебраических сверточных кодов, который осно-
ван на последовательном итеративном декодировании конечной суммы кодовых слов циклическо-
го кода и реализуется с помощью алгебраических процедур локализации и исправления случайных 
ошибок полубесконечного кодового слова непрерывных кодов. 
 
сверточные коды, метод декодирования 

 
Постановка проблемы в общем виде  

и анализ литературы 
Для повышения помехоустойчивости передачи 

дискретных сообщений в телекоммуникационных 
системах и сетях используют методы помехоустой-
чивого кодирования [1, 2]. Наиболее эффективными 
считаются сверточные коды, которые при прочих 
равных условиях позволяют обеспечить высокую 
помехоустойчивость и получить больший энергети-
ческий выигрыш от кодирования [2 – 4]. 

В работах [4, 5] предложен алгебраический 
подход к решению проблемы синтеза сверточных 
кодов, в [6] исследованы свойства синтезируемых 
кодовых конструкций по достигаемому свободному 
кодовому расстоянию алгебраически заданных свер-
точных кодов. В тоже время научно-техническая за-
дача разработки алгебраических методов построения 
сверточных кодов в общем виде не решена [1 – 4].  

В данной статье предлагается метод декодирова-
ния алгебраических сверточных кодов, исследуются 
особенности его реализации, оценивается временная 
сложность как функция размера решаемой задачи. 

Основная часть 
Рассмотрим структуру кодовых слов алгебраи-

чески заданных сверточных кодов, исследуем осо-
бенности его построения.  

Сверточный код по определению состоит из 
бесконечного числа бесконечно длинных кодовых 
слов. Он линеен, следовательно, может быть задан 
бесконечной порождающей матрицей [2, 3].  

Предположим, что нерекурсивный сверточный 
код над GF(q) в несистематическом виде задан по-
рождающими многочленами вида  

( ) r 1 r 2
1 1,r 1 1,r 2 1,1 1,0P x p x p x ... p x p− −

− −= + + + + ; 

( ) r 1 r 2
2 2,r 1 2,r 2 2,1 2,0P x p x p x ... p x p− −

− −= + + + + ;

( ) r 1 r 2
m m,r 1 m,r 2 m,1 m,0P x p x p x ... p x p− −

− −= + + + + , 

где коэффициенты при х являются элементами 
GF(q), n0 = m. 

Тогда соответствующая полубесконечная по-
рождающая матрица запишется в виде [2, 3]: 

0 1 2 r

0 1 r 1 r

0 r 2 r 1 r

0 1 2 r

G G G ... G 0 0 ... 0 ...
0 G G ... G G 0 ... 0 ...
0 0 G ... G G G ... 0 ...

G
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... G G G ... G ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

−

− −=
,    (1) 

где Gi – матрица-строка, состоящая из коэффициентов 
порождающих многочленов сверточного кода при x: 

Gi = (p1,i, p2,i, …, pm,i).                     (2) 
Символом 0 в (1) обозначена матрица-строка, 

состоящая из n0 нулевых символов из GF(q). 
В случае систематического сверточного кода  

G0 = (1, p2,0, …, pm,0) = (1, P0) 
и  Gi = (0, p2,i, …, pm,i) =  (0, Pi). 

Тогда матрица (1) перепишется в виде 

0 1 2 r

0 1 r 1 r

0 r 2 r 1

0 1

1 P 0 P 0 P 0 ... 0 P 0 0 0 ...
0 0 1 P 0 P 0 ... 0 P 0 P 0 ...
0 0 0 0 1 P 0 ... 0 P 0 P 0 ...

G
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 0 0 ... 1 P 0 P 0 ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

−

− −= . 

Соответствующую полубесконечную прове-
рочную матрицу запишем в виде [2, 3]: 

T
0
T T
1 0
T T T
2 1 0

T T T T
r r 1 r 2 0

T T T T
r r 1 1 0

T T T T
r 2 1 0

P 1 0 0 0 0 ... 0 0 0 0 0 0 ...

P 0 P 1 0 0 ... 0 0 0 0 0 0 ...

P 0 P 0 P 1 ... 0 0 0 0 0 0 ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

H P 0 P 0 P 0 ... 0 P 1 0 0 0 ...

0 0 P 0 P 0 ... 0 P 0 P 1 0 ...

0 0 0 0 P 0 ... 0 P 0 P 0 P ...

0

− −

−

−

−

−

= −

−

T T T
3 2 10 0 0 0 0 ... 0 P 0 P 0 P ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

 

Воспользуемся введенным выше алгебраиче-
ским описанием нерекурсивных сверочных кодов. 
Сопоставим каждую подматрицу Gi элементу поля 
βi ∈ GF(qm), так, например, что  
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βi = p1,i  +  p2,ix +… + pm,i xm
. 

Тогда (2) перепишем в виде  
Gi = (p1,i, p2,i, …, pm,i) = β i, 

а полубесконечную матрицу (1) представим в виде 
соответствующей матрицы с элементами из GF(qm): 

0 1 2 r

0 1 r 1 r

0 r 2 r 1 r

0 1 2 r

... 0 0 ... 0 ...
0 ... 0 ... 0 ...
0 0 ... ... 0 ...

G
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

−

− −

β β β β
β β β β

β β β β
=

β β β β

. (3) 

В полиномиально-матричном представлении 
последнее выражение перепишем в виде матрицы 
многочленов G(x): 

r

P(x)
x P(x)

...G(x)

x P(x)
...

⋅

=

⋅

, 

где многочлен 

( ) r r 1
r r 1 1 0P x x x ... x−

−= β +β + +β +β  –  
суть порождающий многочлен недвоичного (N, K, D) 
циклического кода над GF(qm), который однозначно 
задает (n, k) несистематический сверточный код над 
GF(q) с параметрами: k0 = 1, n0 = m, ν = r ⋅ k0 = r,  
k = r + 1, n = (r + 1)  ⋅ n0 = k ⋅ m, R = 1 / m, d∞ ≥ D,  
C(x) = I(x)  ⋅ P(x). Тогда подматрица 

0 1 2 r

0 1 r 1 r

0 r 2 r 1 rK,N

0 1 2 r

... 0 0 ... 0
0 ... 0 ... 0
0 0 ... ... 0G
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... ...

−

− −

β β β β
β β β β

β β β β=

β β β β

  (4) 

суть порождающая матрица (N, K, D) циклического 
кода над GF(qm). В полиномиально-матричном пред-
ставлении запишем в виде 

K

K 1

P(x)
x P(x)

G(x) ...

x P(x)−

⋅
=

⋅

. 

Введенное обобщение (N, K, D) циклического 
кода на непрерывный случай позволяет использо-
вать свойства колец многочленов при описании со-
ответствующих сверточных кодов.  

Пусть I(x) = i0 + i1x + i2x2 + … - информацион-
ный многочлен, возможно бесконечной длины, с 
коэффициентами из GF(q). Предположим что I(x) 
поступает на вход несистематического кодера нере-
курсивного сверточного (n, k, d) кода алгебраически 
заданного через порождающий многочлен P(x) цик-
лического (N, K, D) кода над GF(qm). Тогда кодовое 
слово сверточного кода суть обобщение на непре-
рывный случай кодового слова циклического кода 
ограниченного на подполе GF(q). Кодовая последо-
вательность на выходе сверточного кодера будет 
задаваться выражением: 

C(x) = I(x) · P(x) = C0 + C1x + C2x2 +…,       (5) 
где Сi – элементы поля GF(qm), отображаемые в на-
боры по m символов из подполя GF(q). 

В матричной форме последнее выражение 
примет вид: 

C = I · G,                             (5’) 
где C = (C0, C1, C2, …), I = (i0, i1, i2, …) – кодовый и 
информационный векторы, составленные из коэф-
фициентов соответствующих многочленов. 

Рассмотрим правило формирования коэффици-
ентов кодового многочлена (5), аналитически свяжем 
значение каждого кодового символа с информацион-
ными символами, поступающими на вход кодера. 

Разобьем информационный вектор I на блоки 
по K символов из GF(q): 

I = (i0, i1, i2, …, iK-1)∪ (iK, iK+1, i K+2, …, i 2K–1)∪ (i2K, 
i2K+1, i 2K+2, …, i 3K–1)∪ …. 

Обозначим каждый блок из K символов через Ii: 
I = I0∪ I1∪ I2∪ …. 

В полиномиальном виде последнее выражение 
эквивалентно следующему: 

I(x) = I0(x) + xKI1(x) + x2KI2(x) + …,       (6) 
где Ii(x) = ii·K + ii·K+1 x + ii·K+2 x2 + … i(i+1)·K–1 xK-1. 

Подставим (6) в (5), получим: 

( )K 2K
0 1 2

K 2K
0 1 2

i K
i

i 0

С(x) I(x) P(x)

I (x) x I (x) x I (x) ... P(x)

I (x) P(x) x I (x) P(x) x I (x) P(x) ...

x I (x) P(x),
∞

⋅

=

= ⋅ =

= + + + ⋅ =

⋅ + ⋅ + ⋅ + =

= ⋅∑

(7) 

или в матричном виде 

i K K,N N,i K N
i 0

С I G 0, I
∞

⋅ +
=

= ⋅ ⋅∑ ,        (7’) 

где N,i K N0, I ⋅ +  – единичная матрица с добавлен-

ными слева i·K нулевыми столбцами. 
Проанализируем полученное выражение (7). 

Каждое слагаемое содержит произведение порож-
дающего многочлена циклического (N, K, D) кода 
на информационный многочлен Ii(x) степени 
deg Ii(x) ≤ K – 1. Однако, произведение Ii(x)·P(x) – 
суть кодовое слово циклического (N, K, D) кода, 
которое соответствует информационному вектору  

Ii = (ii·K, ii·K+1, ii·K+2, …, i(i+1)·K–1 ), 
т.е.                               Ii(x)·P(x) = сi(x),                      (8) 
где  сi(x) = ci,0 + ci,1 x + ci,2 x2 + … ci,N–1 xN–1. 

Подставим (8) в (7), получим: 

K 2K i K
0 1 2 i

i 0

С(x) I(x) P(x)

с (x) x c (x) x c (x) ... x c (x)
∞

⋅

=

= ⋅ =

= + + + = ∑
  (9) 

или, в матричном виде 

i N N,i K N
i 0

С с 0, I
∞

⋅ +
=

= ⋅∑ .              (9’) 

Таким образом, как следует из выражения (9), 
бесконечное кодовое слово нерекурсивного сверточ-
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ного кода алгебраически заданного через порождаю-
щий многочлен циклического кода состоит из беско-
нечной суммы кодовых слов циклического кода, ум-
ноженных на соответствующий оператор задержки 
xi·K. Структура бесконечного кодового слова алгебраи-
ческого сверточного кода представлена на рис. 1. 

∑
∞

=

⋅=
0i

i
Ki )x(cx)x(С

 
Рис. 1. Структура бесконечного кодового слова  

алгебраического нерекурсивного сверточного кода 
 

Как видно на рис. 1 бесконечное кодовое слово 
сверточного кода формируется наложением беско-
нечного числа кодовых слов циклического кода и 
суммированием соответствующих элементов ci,j. 

Предположим теперь, что при передаче беско-
нечной кодовой последовательности вектор C = (С0, 
С1, …) исказился, т.е. на приемной стороне получе-
но искаженное кодовое слово  

С*(x) = C(x) + E(x),                       (10) 
где Е(x) = e0 + e1x + … – бесконечный вектор ошибок. 

По аналогии с информационным вектором ра-
зобьем вектор ошибок Е = (е0, е1, е2, …), составлен-
ный из коэффициентов многочлена ошибок Е(x), на 
блоки по K символов из GF(q): 
Е = (е0, е1, е2, …, еK-1)∪ (еK, еK+1, еK+2, …, е2K-1)∪ …. 

Обозначим каждый блок из K символов через Еi: 
Е = Е0∪ Е1∪ Е2∪ …. 

В полиномиальном виде последнее выражение 
эквивалентно следующему: 

Е(x) = Е0(x) + xKЕ1(x) + x2KЕ2(x) + …,      (11) 
где  Еi(x) = еi·K + еi·K+1 x + еi·K+2 x2 + … е(i+1)·K–1 xK–1. 

Подставим (11) в (10), получим: 

( )i K
i i

i 0
С*(x) С(x) E(x) x I (x) P(x) E (x) .

∞
⋅

=
= + = ⋅ +∑  

С учетом (9) последнее выражение  

( )i K
i i

i 0
С*(x) С(x) E(x) x с (x) E (x)

∞
⋅

=
= + = +∑  (12) 

или матричной форме  

( )i iN N N,i K N
i 0

С* с e , 0 0, I
∞

⋅ +
=

= + ⋅∑ ,   (12’) 

где i Ne , 0  – вектор ошибок Ei длины K символов с 

добавленными справа (N – K) нулями. 
Проанализируем полученное выражение. Каждое 

слагаемое содержит сумму кодового слова ci(x) цикли-
ческого (N, K, D) кода и многочлена ошибки Ei(x). 
Размерность вектора Еi составляет K символов, т.е. 
сумма ci(x)+ Ei(x)  – суть кодовое слово циклического 
(N, K, D) кода, искаженное вектором ошибки Еi: 

ci*(x) = ci(x)+ Ei(x).                       (13) 
Тогда, с учетом (13), выражение (12) перепи-

шем в виде: 

i K *
i

i 0
С*(x) С(x) E(x) x c (x)

∞
⋅

=
= + = ∑            (14) 

или  i N N,i K N
i 0

С* с* 0, I
∞

⋅ +
=

= ⋅∑ .  (14’) 

Таким образом, как следует из выражения (14), 
бесконечное кодовое слово алгебраического нере-
курсивного сверточного кода искаженное бесконеч-
ным вектором ошибок состоит из бесконечной сум-
мы кодовых слов циклического кода, искаженных 
вектором ошибок конечной размерности, умножен-
ных на соответствующий оператор задержки xi·K.  

Представим, для наглядности, структуру иска-
женного ошибками бесконечного кодового слова 
алгебраического сверточного кода на рис. 2. 

∑
∞

=

⋅=
0i

*
i

Ki )x(cx)x(*С

 
Рис. 2. Структура искаженного ошибками бесконечного 

кодового слова алгебраического  
нерекурсивного сверточного кода 

 
Как видно на рис. 2, искаженное ошибками бес-

конечное кодовое слово сверточного кода формиру-
ется наложением бесконечного числа искаженных 
кодовых слов циклического кода и суммированием 
соответствующих элементов c*i,j.Введем синдромный 
многочлен алгебраического сверточного кода: 

S(x) = s0 + s1x + s2x2 + …,                (15) 
как бесконечную сумму синдромных многочленов 
циклического кода, умноженных на соответствую-
щий оператор задержки xi·K, т.е. как бесконечную 
сумму остатков от деления кодовых слов цикличе-
ского кода на порождающий многочлен P(x): 

i (N K) *
P(x) i

i 0
S(x) x R c (x)

∞
⋅ −

=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ .       (16) 

В кольце многочленов GF(qm)[x]/(xN - 1) суще-
ствует единственный приведенный ненулевой мно-
гочлен h(x)  

( ) K K 1
K K 1 1 0h x x x ... x−

−= γ + γ + + γ + γ  
наименьшей степени K, который обозначается про-
верочным многочленом и также однозначно задает 
(N, K, D) циклический код над GF(qm) [2 – 4]. Соот-
ветствующая проверочная матрица (N, K, D) цикли-
ческого кода может быть записана в виде 

K 2 1 0

K K 1 K 2 0N K,N

K K 1 1 0

K 2 1 0

... ... 0 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 ... ... 0 0H
0 ... 0 ... 0
0 ... 0 0 ...

− −−

−

γ γ γ γ

γ γ γ γ=
γ γ γ γ

γ γ γ γ

, 

или в полиномиально-матричном обозначении: 
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r 1

h(x)
x h(x)

H(x) ...

x h(x)−

⋅
=

⋅

, 

где нумерация коэффициентов многочлена идет в 
обратном G(x) порядке. 

Воспользуемся мультипликативно обратным мно-
гочлену P(x) в кольце GF(qm)[x]/(xN – 1) элементом – 
проверочным многочленом h(x) циклического 
(N, K, D) кода, перепишем последнее выражение как  

N
i (N K) *

i(x 1)
i 0

S(x) x R c (x) h(x)
∞

⋅ −
−

=

⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦∑ ,      (16’) 

что в матричном виде эквивалентно следующему 
T

i N N K,N N K,i (N K) N K
i 0

S с* H 0, I
∞

− − ⋅ − + −
=

= ⋅ ⋅∑ . (16’’) 

C учетом (12) последнее выражение перепи-
шется в виде 

[ ]

[ ] [ ]( )

[ ]

i (N K)
P(x) i i

i 0

i (N K)
P(x) i P(x) i

i 0

i (N K)
P(x) i

i 0

S(x) x R с (x) E (x)

x R с (x) R E (x)

x R E (x) .

∞
⋅ −

=
∞

⋅ −

=
∞

⋅ −

=

= + =

= + =

=

∑

∑

∑

   (17) 

Перепишем через проверочный многочлен 

[ ]N
i (N K)

i(x 1)
i 0

S(x) x R E (x) h(x)
∞

⋅ −
−

=
= ⋅∑ ,    (17’) 

что в матричной форме примет следующий вид 
T

i N N K,N N K,i (N K) N K
i 0

S e , 0 H 0, I
∞

− − ⋅ − + −
=

= ⋅ ⋅∑ .(17’’) 

Таким образом, как следует из выражения (17), 
бесконечный синдром принятого с ошибками кодо-
вого слова алгебраического нерекурсивного свер-
точного кода состоит из бесконечной суммы син-
дромов принятых кодовых слов циклического кода, 
умноженных на соответствующий оператор задерж-
ки xi·(N–K). Следовательно, запишем 

i (N K)
i

i 0
S(x) x S (x)

∞
⋅ −

=
= ∑ ,                  (18) 

или  i N K N K,i (N K) N K
i 0

S S 0, I
∞

− − ⋅ − + −
=

= ⋅∑ ,  (18’) 

где Si(x) = si·K + si·K+1 x + si·K+2 x2 + … s(i+1)·K-1 xK–1 – 
синдромный многочлен циклического (N, K, D) ко-
да, Si = (si·K, si·K+1, si·K+2, … s(i+1)·K–1 ) - соответствую-
щий синдромный вектор. 

Значение синдромного многочлена (вектора) за-
висит только от значения ошибок и не зависит от вы-
бранного кодового слова. Представим, для наглядно-
сти, структуру и правило формирования синдромного 
многочлена на рис. 3. Как видно на рис. 3 бесконеч-
ный синдром формируется бесконечным суммирова-
нием соответствующих синдромов циклического ко-

да Si(x). Причем синдромы Si(x) суммируются без 
наложений, т.е. каждый блок из (N - K) синдромных 
символов зависит исключительно от блока из K оши-
бочных символов. Этот факт позволяет реализовать 
алгебраическое правило декодирования алгебраиче-
ски заданного сверточного кода.  

 

[ ]∑
∞

=

−⋅=
0i

i)x(P
)KN(i )x(ERx)x(S

 
 

Рис. 3. Структура бесконечного синдромного многочлена 
алгебраического нерекурсивного сверточного кода 

 
Действительно, декодирование бесконечного 

кодового слова сверточного кода распадается на 
бесконечную последовательность декодирований 
кодовых слов циклического (N, K, D) кода. Причем 
каждый синдромный вектор Si соответствует ошиб-
ке, произошедшей на блоке из K символов. В случае 
неправильного декодирования ошибка распростра-
няется только в пределах блока данных из K симво-
лов. Следовательно, независимость блоков синдром-
ных символов позволяет избежать распространения 
ошибок, которое присуще некоторым известным спо-
собам декодирования сверточных кодов [2, 3]. 

Таким образом, в результате проведенных рас-
суждений удалось свести декодирование бесконеч-
ного кодового слова к бесконечной серии декодиро-
ваний циклического блокового кода. Рассмотрим 
теперь декодирование одного блока символов бес-
конечного сверточного кода, а затем обобщим его 
на случай бесконечных серий. 

Проанализируем выражение (17). Оно содер-
жит бесконечную сумму произведений непересе-
кающихся ненулевых векторов ошибок на прове-

рочную N K,NH −  матрицу циклического (N, K, D) 

кода, заданного через порождающий многочлен 

P(x). Очевидно, что матрица T
N K,NH −  может быть 

записана в виде (4), но для декодирования цикличе-
ских кодов используется другая ее форма, которая 
отражает структуру колец многочленов и, непосред-
ственно, свойства самого многочлена P(x). 

Обозначим через Xl – l-й корень порождающе-
го многочлена P(x), причем Xl = αJl для некоторого 
Jl, Xl ∈ GF(qm). Если X0, X1, …, Xr-1 – все корни мно-
гочлена P(x), т.е. P(x) = (x + X0)·(x + X1) 
 · … · (x + Xr–1), то справедливо равенство 

с(Xi) = с0 + с1 Xi + c2 Xi
 2 + … + cN-1 Xi

 N-1= 0, 
где c(x)  – кодовый многочлен. 

Перепишем последнее выражение в виде мат-
ричного произведения: 
с(Xi) = (с0, с1, с2,…, сN-1) · (1, Xi, Xi

 2, …, Xi
 N-1)T = 0, 

где c кодовое слово циклического (N, K, D) кода как 
набор коэффициентов многочлена c(x). 

Обобщим последнее равенство для всех корней 
P(x), получим: 
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T2 N 1
0 0 0

2 N 1
1 1 1

2 N 10 1 2 N 1 2 2 2

2 N 1
r 1 r 1 r 1

1 X X ... X

1 X X ... X
(с , c ,c ,..., c ) 01 X X ... X

... ... ... ... ...

1 X X ... X

−

−

−−

−
− − −

⋅ = . 

Полученное выражение соответствует условию 
взаимной ортогональности произвольного кодового 
слова с =(с0, с1, с2,…, сN–1) и матрицы в правой части 
произведения. Следовательно, положим  

2 N 1
0 0 0

2 N 1
1 1 1

2 N 1
N K,N 2 2 2

2 N 1
r 1 r 1 r 1

1 X X ... X

1 X X ... X
H 1 X X ... X

... ... ... ... ...

1 X X ... X

−

−

−
−

−
− − −

= .   (19) 

Предположим теперь, что кодовое слово с ис-
казилось при передаче. Пусть число ошибок на бло-
ке из N символов не превышает исправляющей спо-
собности t = (D – 1)/2 циклического (N, K, D) кода. 
Обозначим e(x) – многочлен ошибок, так, что 

e(x) = e0 + e1x + e2x2 + … + eN–1xN–1 
c ≤ t ненулевыми коэффициентами. 

Пусть c*(x) = с*0 + с*1x + c*2x2 + … + c*N–1xN–1 – 
кодовое слово с ошибками, т.е.  

c*(x) = c(x) + e(x) = (c0 + e0) + (c1 + e1)x +  
+ (c2 + e2)x2 + … + (cN-1 + eN-1)xN–1. 

Значение вектора синдромов вычислим из вы-
ражения 

0 1 r 1 0 1 2 N 1
T2 N 1

0 0 0
2 N 1

1 1 1
2 N 1

2 2 2

2 N 1
r 1 r 1 r 1

(s ,s ,...,s ) (e ,e ,e ,..., e )

1 X X ... X

1 X X ... X
,1 X X ... X

... ... ... ... ...

1 X X ... X

− −

−

−

−

−
− − −

= ×

×
 

что эквивалентно следующей системе уравнений: 
N 1

2 N 1 i
0 0 1 0 2 0 N 1 0 i 0

i 0
s e e X e X ... e X e X

−
−

−
=

= + + + + = ∑ ; 

N 1
2 N 1 i

1 0 1 1 2 1 N 1 1 i 1
i 0

s e e X e X ... e X e X
−

−
−

=
= + + + + = ∑ ; (20) 

…
N 1

2 N 1 i
r 1 0 1 r 1 2 r 1 N 1 r 1 i r 1

i 0
s e e X e X ... e X e X

−
−

− − − − − −
=

= + + + + = ∑ . 

Задача декодирования блока данных из N сим-
волов состоит в нахождении всех ei, i = 0,…, N – 1 
по известным элементам синдромной последова-
тельности (s0, s1, …, sr–1). 

Система уравнений (20) нелинейная, прямых 
методов ее решения не известно. Для нахождения 
вектора ошибок (e0, e1, e2, …, eN–1) воспользуемся 
искусственным приемом. Введем многочлен лока-
торов ошибок Λ(x), корнями которого являются не-
нулевые элементы вектора ошибок, т.е. 

j
j

(x) (x X )Λ = +∏ ,                     (21) 

где j – индекс ненулевых элементов вектора ошибок, 
Xj – локатор ошибки, произошедшей в j-ом символе 
кодового слова.  

Раскроем скобки в выражении (21), получим 
Λ(x)  = xw + λw-1xw-1 + … + λ1x + λ0,          (22) 

где степень w многочлена Λ(x) задает число про-
изошедших ошибок на блоке из N символов, w ≤ t, 
т.е. число ненулевых элементов вектора ошибок (e0, 
e1, e2, …, eN–1). 

Набор (λ0, λ1, …, λw–1) коэффициентов много-
члена (22) однозначно задает его корни, которые, 
соответственно, однозначно указывают (локализу-
ют) расположение произошедших ошибок. Умно-
жим многочлен (22) на eiXi и вычислим его значение 
в Xj, получим: 

w i w i 1 i 1 i
i j i w 1 j i 1 j i 0 je X e X ... e X e X 0+ + − +

−+ λ + + λ + λ = , 

где Xj ∈ GF(qm), т.е. Xj = αJj для некоторого Jj.  
Следовательно, Xj

a+b = αa+b+Jj = Xb
j+ a, т.е. спра-

ведливо выражение 
i i i i

i j w i w 1 j w 1 i 1 j 1 i 0 je X e X ... e X e X 0+ − + − ++ λ + + λ + λ = . 

Последнее равенство выполняется для любого j 
и при каждом i. Просуммируем по всем i = 0…N – 1, 
получим 

( )
N 1

i i i i
i j w i w 1 j w 1 i 1 j 1 i 0 j

i 0
e X e X ... e X e X 0

−

+ − + − +
=

+ λ + + λ + λ =∑ . 

Изменив порядок суммирования, вынесем ко-
эффициенты многочлена локаторов ошибок за знак 
суммирования, получим: 

N 1 N 1
i i

i j w w 1 i j w 1
i 0 i 0

N 1 N 1
i i

1 i j 1 0 i j
i 0 i 0

e X e X ...

e X e X 0.

− −

+ − + −
= =

− −

+
= =

+ λ ⋅ + +

+λ ⋅ + λ ⋅ =

∑ ∑

∑ ∑
 

Значение каждого слагаемого в последнем вы-
ражении соответствует произведению коэффициен-
тов многочлена локаторов ошибок на соответствую-
щие синдромы в выражении (20), так что запишем 

sj+w + λw–1 · sj+w–1 + … + λ1 · sj+1 + λ0 · sj = 0.   (23) 
Перепишем выражение (23) для каждого 

j = 0…w, получим систему линейных уравнений: 
sw + λw–1 · sw-1 + … + λ1 · s1 + λ0 · s0 = 0; 
sw+1 + λw–1 · sw + … + λ1 · s2 + λ0 · s1 = 0,     (24) 

s2·w + λw–1 · s2·w–1 + … + λ1 · sw+1 + λ0 · sw = 0. 
Система из w линейных уравнений (24) с w не-

известными разрешима, сложность ее решения рас-
тет полиномиально от числа неизвестных [1 – 3]. 
Так, например, для решения системы (24) методом 
Гаусса необходимо выполнить n2 сложений и умно-
жений над элементами GF(qm), или, формально, 
сложность алгоритма O(n2). 

Решение системы уравнений (24) дает значения 
коэффициентов многочлена локаторов ошибок (22). 
Корнями многочлена (22) являются локаторы-
элементы GF(qm), которые однозначно указывают 
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расположение ошибок. Следовательно, для локализа-
ции ошибок необходимо найти корни уравнения (22).  

Наиболее простая процедура поиска корней 
многочлена локаторов ошибок состоит в подстанов-
ке всех элементов поля GF(qm) и выборе тех элемен-
тов, которые обращают в нуль многочлен (22). В 
литературе такой прием получил название процеду-
ры Ченя [1, 3]. 

После локализации ошибок – нахождении ло-
каторов ошибок Хj, необходимо вычислить значения 
ошибок в j-ом символе, т.е. вычислить вектор оши-
бок (e0, e1, e2, …, eN–1) и восстановить кодовое слово: 
c = c* – e.  

Для нахождения значений ошибок воспользуемся 
выражением (20). Подставим значения найденных ло-
каторов Хj и неизвестные значения ej в систему урав-
нений. Остальные ei при i ≠ j равны нулю. Следова-
тельно, система уравнений (20) запишется в виде: 

i
0 i 0

i J
s e X

∈
= ∑ ;  i

1 i 1
i J

s e X
∈

=∑ ;  i
r 1 i r 1

i J
s e X− −

∈
= ∑ ,    (25) 

где J – множество индексов ненулевых элементов 
вектора ошибок, т.е. набор номеров локаторов оши-
бок, причем ⏐J⏐ = w ≤ t. 

Система (25) из r линейных уравнений содержит 
⏐J⏐ = w ≤ t неизвестных значений ошибок ei, причем 
t < r. Следовательно, система (25) разрешима, ее ре-
шение дает неизвестные ненулевые значения ошибок 
вектора (e0, e1, e2, …, eN–1). Для восстановления кодо-
вого слова длины N кодовых символов достаточно 
снять действие найденного вектора ошибок: 

c = c* – e. 

b/"%д/ 

Таким образом, в результате проведенных ис-
следований предложен метод декодирования ал-
гебраически заданных сверточных кодов. Для реа-
лизации предложенного подхода необходимо и 
достаточно вычислить бесконечную сумму син-
дромов соответствующих кодовых слов цикличе-
ского кода, т.е. вычислить все значения Si в выра-
жении (18).  

Для вычисления синдромной последователь-
ности в алгебраической теории блоковых кодов 
используют умножение кодового слова на прове-
рочную матрицу и/или, что эквивалентно, форми-
руют синдромный многочлен Si(x) через соответст-
вующие операции в кольце многочленов 
GF(q)[x]/(xn – 1).  

Эквивалентной операцией для непрерывных ко-
дов будет произведение кодового слова на полубес-
конечную проверочную матрицу сверточного кода, 
заданную через корни порождающего многочлена.  

Таким образом, перспективным направлени-
ем дальнейших исследований является разработка 
процедур формирования бесконечной серии син-
дромных последовательностей Si = (si·K, si·K+1, si·K+2, … 
s(i+1)·K–1 ), выработка практических рекомендаций по 
реализации предложенного выше подхода алгебраи-
ческого декодирования сверточных кодов. 

qC,“%* л,2е!=23!/ 
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МЕТОД ДЕКОДУВАННЯ ЗГОРТАЛЬНИХ КОДІВ АЛГЕБРИ 

Приходько С.І., Кузьменко Д.М. 
Розглядаються загортальні коди, алгебра задані сукупністю багаточленів, що породжують, зокрема, за допомогою 

обмеження багаточленів недвійкових циклічних кодів, що породжують, на довільне підполе. Досліджуються процедури 
декодування загортальних кодів. Пропонується новий метод декодування загортальних кодів алгебри, який заснований на 
послідовному ітеративному декодуванні кінцевої суми кодових слів циклічного коду і реалізується за допомогою процедур 
алгебри локалізації і виправлення випадкових помилок напівнескінченного кодового слова безперервних кодів. 

Ключові слова: згортальні коди, метод декодування. 
 

METHOD OF DECODING OF ALGEBRAIC CONVOLUTION CODES 
Prihod’ko S.I., Kuz’menko D.M. 

Convolution codes, algebraically set the aggregate of originative polynomials, are examined, including, by means of limit 
of originative polynomials of unbinary cyclic codes on the arbitrary subfield. Procedures of decoding of convolution codes are 
explored. The new method of decoding of algebraic convolution codes is offered, which is based on the successive итеративном 
decoding of eventual sum of words of codes of cyclic code and realized by algebraic procedures of localization and correction of 
random errors of semiendless code word of continuous codes. 

Keywords: convolution codes, method of decoding.  


